
Relación de Problemas. Temas 2, 3 y 4

Relación 2: Procesos aleatorios

1) Sea un proceso aleatorio de�nido por X(t) = Ucos(t) + V sin(t), − ∞ < t < ∞ donde U
y V son dos variables aleatorias discretas, idénticas e independientes que pueden tomar los

valores −2 y 1 con probabilidades 1/3 y 2/3, respectivamente. ¾Es X(t) un proceso aleatorio

estacionario en sentido amplio?.

2) Se de�ne un proceso aleatorio X(t) como:

X(t) = Y + (1− t) (1)

donde Y es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0,1).

a) Determine la P (X(3) > −4/3).
b) Calcule la media de X(t), mX(t), y la covarianza de X(t), CX(t1, t2).

3) Sea el siguiente proceso aleatorio

Y (t) = At+B (2)

donde A y B son dos variables aleatorias discretas (A,B) con una pmf (función masa de

probabilidad) conjunta dada por

P (A = a,B = b) =
a

20
, a ∈ {1, 2, 3}, b ∈ {1, . . . , a+ 1} (3)

a) Determine la media del proceso Y (t).

b) Determine la autocorrelación y la autocovarianza del proceso Y (t).

c) ¾Es Y (t) estacionario en sentido amplio? Justi�que su respuesta.

4) Sea (A,B) una variable aleatoria bidimensional con distribución Gaussiana cuyo vector de

medias es (1, 1) y su matriz de covarianzas es:(
2 1
1 2

)
(4)

Se construye el proceso aleatorio X(t) = Acos(t) +B.

a) Determine la media y la varianza del proceso aleatorio X(t).

b) La función de autocorrelación del proceso aleatorio X(t).

5) Sean dos procesos aleatorios independientes entre sí, discretos en el tiempo y ambos de media

constante. La media del proceso X(n) es mX = 1/
√
2 y la del proceso Y (n) es mY = 2. La

función de autocorrelación del proceso X(n) viene dada por RX(k) = (1/2)k y la del proceso

Y (n) por RY (k) = (1/3)k. Sea Z(n) un nuevo proceso aleatorio dado por Z(n) = X(n)+Y (n).
Determine



a) Determine la media y la función de autocovarianza del proceso Z(n).

b) Determine la potencia promedio del proceso Z(n).

c) Al realizar un muestreo de orden uno del proceso aleatorio X(n) obtenemos una varia-

ble aleatoria continua con una función densidad de probabilidad exponencial (fX(x) =
λe−λx 0 ≤ x <∞, λ > 0). Determine el valor de λ.

6) Sea X(t) un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y con una función de autocorre-

lación RX(τ) = e−a|τ | donde a > 0 es una constante. Generamos un nuevo proceso aleatorio

Y (t) de la siguiente forma Y (t) = X(t)cos(w0t+φ), donde w0 es una constante y φ es una va-

riable aleatoria uniforme sobre el intervalo (−π, π) y estadísticamente independiente de X(t).
Determine la función de autocorrelación de Y (t).

7) Sean X(t) e Y (t) dos procesos aleatorios Gaussianos independientes entre sí, ambos de media

cero y la misma función de covarianza C(t1, t2). Vamos a de�nir el siguiente proceso aleatorio

Z(t) = X(t)cos(ωt) + Y (t)sin(ωt), −∞ < t <∞. Determine la media y la autocovarianza

de Z(t).

8) Un proceso aleatorio está de�nido porX(t) = X0+V t dondeX0 y V son dos variables aleatorias.

Sabemos que el valor esperado de X0 es 2, el valor esperado de V es 3, la varianza de X0 es

25 y la varianza de V es 16. También conocemos la correlación de las dos variables X0 y V
que vale 9. Determine:

a)El valor esperado de X(t).

b)La autocorrelación de X(t).

c)La autocovarianza de X(t).

d)¾Es X(t) un proceso estacionario en sentido amplio?.

9) Sea g(t) el pulso rectangular que se muestra en la �gura. El proceso aleatorio X(t) se de�ne

como X(t) = Ag(t) donde A es una variable aleatoria discreta que toma valores +1 o −1 con

la misma probabilidad.

Determine:

a) La pmf conjunta (función masa de probabilidad conjunta) de X(t) y X(t+ d).

b) La función de autocovarianza CX(t, t+ d), d > 0.

10) Sean X(t) e Y (t) dos procesos aleatorios, independientes y estacionarios en sentido amplio,

con media cero y la misma covarianza CX(τ) = 4 ∗ e−|τ |. Se de�ne el proceso Z(t) como

Z(t) = 3 ∗X(t)− 5 ∗ Y (t). Determine:

a) Determinar si Z(t) es estacionario en sentido amplio.
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b) Determinar la pdf de Z(t) si X(t) e Y (t) son conjuntamente gaussianos con media

zero y covarianza CX(τ) = 4 ∗ e−|τ |. Ayuda: la combinación lineal de transformaciones

lineales de procesos conjuntamente gaussianos origina procesos gaussianos.

c) Encontrar la pdf conjunta de Z(t1) y Z(t2) en el apartado b).

d) Encontrar la covarianza cruzada entre Z(t) y X(t).

11) Sean Z1, Z2, . . . variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas con P [Zn =
1] = p y P [Zn = −1] = q = 1−p. Sea Xn =

∑n
i=1 Zi, n = 1, 2, . . . donde X0 = 0. El conjunto

de variables aleatorias {Xn, n ≥ 0} es un proceso aleatorio denominado simple random walk

X(n) en una dimensión.

a) ¾Qué tipo de proceso aleatorio es?

b) Genere una realización del proceso aleatorio

c) Determine la función masa de probalidad (pmf) de primer orden (pn(k) = P [Xn = k])
de este proceso aleatorio.

12) En un sistema de comunicaciones se utiliza la siguiente señal aleatoria Y (t) = Asin(ωt+ φ),
donde A es una variable aleatoria que sigue un modelo de Bernoulli con parámetro p, φ es otra

variable aleatoria independiente de A y uniforme en el intervalo (−π, π) y ω es una constante

conocida.

a) Determine la media del proceso aleatorio Y (t).

b) Obtenga la función de autocorrelación del proceso Y (t).

c) ¾Es Y (t) un proceso estacionario en sentido amplio?

d) Averigüe si el proceso Y (t) es ergódico en la media o ergódico en la autocorrelación.

13) El proceso aleatorio Z(t) tiene la siguiente descripción analítica

Z(t) = Xcos(2πf0t) + Y sen(2πf0t) (5)

donde X es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (-1,1), e Y es una variable aleatoria

uniforme en el intervalo (0,1). Además, X e Y son independientes. Calcule:

a) La media mZ(t)

b) La función de autocorrelación RZ(t, t+τ). ¾Es un proceso estacionario en sentido amplio?

b) La potencia media del proceso PZ .

14) Sea el proceso aleatorio X(t) de media cero y cuya función de autocorrelación viene dada por

RX(t, t + τ) = e−2λ|τ | con λ > 0. Determine la densidad de potencia espectral del proceso

aleatorio X(t).

15) Determine la densidad de potencia espectral SX(w) del proceso aleatorioX(t) = A cos(ω0t+φ),
donde A y ω0 son constantes y φ es una variable aleatoria uniforme sobre (−π, π).

16) Sea X(t) un proceso aleatorio de media constante y función de autocorrelación RX(τ) =
Be−τ

2/2a2 donde B > 0 y a > 0 son constantes. Determine:

3



a) La densidad de potencia espectral SX .

b) La potencia promedio PX .

17) Sea Dn = Xn −Xn−d, donde d es una constante y Xn es un proceso aleatorio estacionario en

sentido amplio y de media cero.

a) Determine RD(k) y SD(f) en función de RX(k) y SX(f).

b) Determine E[D2
n].

18) SeaX(t) un proceso aleatorio Gaussiano estacionario en sentido amplio con una mediaE[X(t)]=4
y con una función de autocorrelación RX(τ) = 25e−3|τ | + 16. Determine:

a) La función densidad de probabilidad conjunta de las tres variables aleatorias resul-

tantes del muestreo del proceso aleatorio en los instantes de tiempo ti (X(ti), i = 1, 2, 3)
con ti = t0 + [(i− 1)/2], donde t0 es una constante.

b) La densidad de potencia espectral SX .

c) La potencia promedio PX .

19) Sea un proceso aleatorio Y (t) = AX(t) donde X(t) es un proceso aleatorio estacionario en

sentido amplio y A es una variable aleatoria independiente de X(t) que toma valores 1 y

−1 con la misma probabilidad. Obtenga la densidad de potencia espectral del proceso Y (t),
SY (w), en función de la densidad de potencia espectral del proceso X(t), SX(w).

20) Sea un sistema lineal e invariante con el tiempo cuya respuesta impulso viene dada por h(t) =
4e−2tu(t), donde u(t) es la función escalón, y supongamos que tiene como entrada un proceso

X(t) estacionario en sentido amplio con media mX = 2. Determine la media del proceso

aleatorio de salida.

21) La entrada de un �ltro es un ruido blanco de media cero y densidad de potencia espectral

N0/2. El �ltro tiene una función de transferencia dada por

H(f) =
1

1 + j2πf

Determine:

a) SY,X(f) y RY,X(τ).

b) SY (f) y RY (τ).

c) ¾Cuanto vale la potencia promedio del proceso de salida?
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22) Sea la entrada al siguiente �ltro un ruido blanco con densidad de potencia espectral σ2. De-
termine la densidad de potencia espectral de Y (t).

23) Sea el siguiente sistema, donde la entrada x(t) es un proceso aleatorio estacionario

a) Determine la función de autocorrelación del proceso de salida y(t) en función de la

autocorrelación del proceso de entrada x(t).

b) Determine la densidad de potencia espectral de la salida si la autocorrelación del

proceso de entrada viene dada por RX(τ) =
4e−|τ |

3 .

c) El sistema propuesto se puede considerar un �ltro lineal invariante con el tiempo.

Obtenga el módulo de la respuesta en frecuencia del sistema a partir de la densidad de

potencia espectral de la salida y de la entrada del sistema.

d) Sea la autocorrelación del proceso de entrada x(t) la indicada en el apartado b). Al

realizar un muestreo de orden uno del proceso aleatorio x(t) obtenemos una variable

aleatoria continua uniforme en el intervalo [−a, a]. Determine el valor de a.

24) Sea X(t) un proceso Gaussiano estacionario en sentido amplio de media cero con función de

autocorrelación dada por RX(τ) = 8sinc(4τ) que es la entrada a un �ltro lineal (todo �ltro

lineal es una transformación lineal) caracterizado por

|H(f)| =
{

2 |f | ≤ 2
0 en otro caso

(6)

a) Determine la función de autocorrelación del proceso de salidad Y (t).

b) Determine la probabilidad P (Y (2) < 1).
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