Capitulo 4

Lineas de Transmision

Este capitulo se basa en la estructura y el rigor de la obra “Electromagnetic Fields
for Engineers“ de Daniel S. Elliot [1]. Se recomienda la consulta de la obra original
para un estudio exhaustivo.

En el capitulo anterior hemos abordado el estudio matematico de ondas
que se propagan libremente a través de un medio. Ahora, vamos a dirigir las
ondas a través de las llamadas lineas de transmisién (de ahora en adelante
abreviado como LT), dos o mas conductores que se extienden a lo largo de un
eje, como los cables coaxiales que nos permiten transportar la senal recibida
por las antenas de la TDT a la televisiéon o las bandas que se ven en los
integrados.

La funcién primaria de una linea de transmision es el controlar el transporte
eficiente de senales de alta frecuencia de un punto (fuente) a otro (carga),
confinando la energia electromagnética en la regién dieléctrica entre los
conductores.

Consideramos las lineas de transmisién en aquellos en los que las carac-
teristicas de las ondas influyen, porque el tiempo de propagacién de la senal
a lo largo de la linea ya no es despreciable respecto al periodo de la senal, es
decir, cuando la longitud L de la linea es un cuarto o mayor que la longitud
de onda de la senal senoidal que se propaga a través de esta (L > 1/4\).

Con esto en mente, la Teoria de Circuitos pierde total validez porque, hasta
ahora, hemos asumido que, al ser los circuitos mucho mas pequenos que la
longitud de ondas de los fenémenos electromagnéticos, los fenémenos eléctricos
son instantaneos y que las dimensiones no influyen en su comportamiento.
Dicho de otro modo, no consideramos las caracteristicas de la senal aplicada
en los circuitos. [2], [3]
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Sobre las demostraciones

Estos apuntes incluyen las demostraciones que aparecen en el libro de
Elliot. Aunque en la practica (y en los exdmenes) solemos ir directos a
la formula final, he incluido el proceso de obtencion porque es la tnica
forma de evitar que las ecuaciones parezcan «magia».

Ver de donde salen las cosas ayuda a conectar la fisica con las matemati-
cas. Al final, usaremos la expresion resumida, pero haber entendido el
camino nos da la seguridad de saber realmente qué estamos calculando

y por qué.

\)

Seccion Carta de Smith en desarrollo

Todavia estoy trabajando en esta seccion. Prefiero tomarme un tiempo
para revisar bien los materiales y enlaces externos para asegurarme de
que realmente valen la pena antes de recomendartelos.

En cuanto lo tenga listo, cargaré a la carpeta de Wuolah un PDF llama-
do Anexo T4 - Carta de Smith.pdf, que contendra toda la informacion
necesaria para entender y aprender a usar esta herramienta.

Ademaés, en la carpeta compartida enlazada en mi biografia, habra
una copia de seguridad de todos estos recursos para garantizar su
preservacion.

Gracias por la paciencia.

4.1. Caracteristicas de las LT

Independientemente del tipo de linea que estudiemos, todas comparten
una serie de caracteristicas comunes:

= Los campos eléctricos y magnéticos se encuentran principalmente en la
region entre los conductores, y son ortogonales uno respecto al otro,

» Las lineas del campo eléctrico son perpendiculaes a las superficies de
los conductores y van desde la fuente hasta la carga,

= los campos magnéticos son tangenciales a las superficie del conductor,

= las magnitudes de los campos habitualmente tienen la misma variacion
espacial,

= las cargas y corrientes se encuentran distribuidas a lo largo del conductor,
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Figura 4.1: Lineas de transmisién més comunes. F. T. Ulaby, Fundamentos de
aplicaciones en electromagnetismo, 5* Ed., Prentice-Hall, Inc., 2007. Fuente:
[4]

= las lineas de campo empiezan en el polo positivo y terminan en el polo
negativo del otro conductor,

= v las corrientes de los conductores se asocian con el campo magnético
tangencial a la superficie.

4.2. Modelo simple de LT

Son varios los tipos de LT que podemos encontrar. Los més comunes son
las lineas de transformacion co-axial o la de dos alambres. (Ver figura 4.1).
Aunque la menos usada sea la de planos paralelos, presenta una geometria
sencilla, perfecta para describir matematicamente los fenémenos fisicos de las
LT, que luego extrapolaremos al resto de LT.

En los planos paralelos, los campos eléctricos son verticales y los magnéti-
cos horizontales, formando una region uniforme entre los conductores. Es
importante denotar que el ancho de la LT de planos paralelos es mucho mayor
que la distancia entre ambos. De ahora en adelante, me referiré a estos como
LTPP.

No obstante, Elliot, antes de introducir esas expresiones, ya presenta
una tabla (ver tabla 4.2) en el que agrupa los pardmetros de las lineas de
transmisién (4.1a), (4.1b) y (4.1c):

En la tabla contemplamos cuatro fenémenos fisicos que desarrollaremos a
lo largo del tema, pero vamos a definirlas conceptualmente:
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Figura 4.2: Lineas de planos paralelos.

Co-axial Dos alambres | Placas paralelas | Unidad
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» (' representa la capacitancia por unidad de longitud, «se trata de
la capacidad de la linea de transmision para recibir y almacenar energia
durante su paso por ella.» [5]

» [/ representa la inductancia por unidad de longitud: «es la opo-
sicion al cambio de corriente de una bobina, que almacena la energia
eléctrica dentro del campo electromagnético, afectando la parte superficial
de la linea de transmision.» [5]

» R representa la resistencia de la superficie del conductor, « es la
oposicion al paso de una corriente eléctrica. En una linea de transmision,
la resistencia es del material frente al paso de las senales electromagnéti-
cas.» [5]

» (' representa la conductividad del dieléctrico, «es la capacidad del

material empleado en la linea de transmision para soportar el paso de

la senal. Esta propiedad es lo opuesto a la resistencia.» [5]
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Figura 4.3: Lineas de planos paralelos.

4.3. LT sin pérdidas

Vamos a aplicar a nuestra LTPP (LT de planos paralelos) una diferencia de
potencial oscilatoria de amplitud V; y frecuencia w entre los dos conductores
al inicio de la LT (z = 0). La fuente genera una onda que viaja en direccién
+z.

Estas ondas deben cumplir la ecuacion de ondas que vimos en el capitulo
anterior y las condiciones de contorno especificas en las superficies de los
conductores.

Como los conductores soportan cargas y corrientes, en LT sin pérdidas,
dentro de las superficies de los dos conductores, estas son cuantificadas através
de la densidad de corriente superficial J4 y la densidad de carga p;.

Para el caso de la LTPP, con los conductores extendiéndose en la direccion
z, v las corrientes apuntando en la direccién +z, las condiciones que han de
cumplirse en las superficies de ambos conductores, en y =0 e y = d, son:

» CAMPO ELECTRICO

.Et:O%Ex:Ez:O
e D,=ps— E,=—ps/c

con p, siendo la densidad de carga. Para el campo eléctrico E, se debe
cumplir que la componente tangencial (E; = 0) sea nula, obligando a
que las lineas del campo sean siempre normales (perpendiculares) a la
superficie del conductor, siendo su magnitud dictada por la densidad
de carga superficial (p;).

« CAMPO MAGNETICO
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o HtZJS—>Hm=J57ZyHZ:0
¢« B,=0— H, =0

con Jg 7 la densidad de corriente en el conductor superior. Para el campo
magnético, la Ley de Gauss para el magnetismo exige que la componente
normal (B,) sea nula, haciendo que el campo H sea exclusivamente
tangencial a la superficie. La componente tangencial (H;) es generada
por la densidad de corriente superficial (J5) que fluye a lo largo del
conductor.

Como los campos E y H han de cumplir la ecuacién de onda, esperamos
que la dependiencia respecto a z de estas cantidades deberian ser de la forma
e 7 donde v = a + j8. Al estar en medios sin pérdidas o = 0, por tanto, la
expresioén se simplifica en e =777,

Una soluciéon que cumple estas condiciones, escritas en forma fasorial, son:

con 1 = y/p/e siendo la impedancia del medio dieléctrico entre ambos
conductores.

Sabemos que las lineas de campo eléctrico originan en las cargas positivas
de la superficie de un conductor y terminan en las negativas del otro conductor.
La densidad de carga dentro de la superficie del conductor superior lo podemos
escribir como:

peu(2) = —eE,(2) = eBye %
y dentro de la superficie del conductor inferior:

Psp(2) = +5Ey(z) = —cEye 752

La densidad de corriente de ambas placas las podemos obtener aplicando
las condiciones de contorno para el campo magnético H (a,2 x (H; — Hy)),
tenemos que la densidad de carga dentro de la superficie del conductor superior
es:

- FE .
Jou(z) =—a, xH = a,—2e b=

y en la inferior:
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Figura 4.4: LT de placas paralelas. Las lineas de campo eléctrico se forman
entre las placas.

~ . E, A
Js,u(z) = +ay x H= _az_oe_]ﬁz

n
En la figura (4.4) vemos representadas estas cantidades, asumiendo la

variacion senoidal en funcion de t y z.

4.3.1. Diferencia de potencial y corriente

Ahora vamos a calcular la diferencia de potencial v(z,t) entre ambas
placas y la corriente i(z,t) portada por los conductores. La relacién entre
ambos las podemos obtener con las leyes de Maxwell para medios simples y
expresiones de campo en forma fasorial.

Partiendo de la Ley de Faraday V x E = — jw,uI:I y aplicandolo a nuestra
LTPP, tenemos que:

OE, ~
—Y — jwuH,
02 Jw
dado que V x E es:
a, a, a, ~
- 0FE
VxE=|Z2 £ Z|=-a ay(Z)
0 E,(2) 0 :

Ahora, la diferencia de potencial entre ambas placas viene dado por:
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de donde saco que E,(z) = —V(2)/d, y la corriente portada por las placas
viene dado por:

/ Jsuz ﬁz(z)w
0

de donde despejo H, = I(z ) / w, y aplicando los despejes a la expresion

derivada de la ley de Faraday = jw,qu, tenemos que:
df/z pd. ~
= I(z
= = —ju(E)G)

El término entre paréntesis es la inductancia por unidad de longitud para
LTPP, asi que, generalizando, tenemos que:

dV -
% — w2

También podemos obtener esta relacién con la ley de Ampere (VxH=
JjweE):

OH,

0z

= jweEy
dado que V x H es:

a, a, a, -

~ y H
Vx=| 2 4 2|=a 0
Hy(z) 0 0 :

Sustituyendo con E,(z) = =V (2)/d y H, = I(2)/w tenemos que:

di(z) = ew -
"B i)

y sabiendo que el término entre paréntesis es la capacitancia por unidad
de longitud C” para LTPP, generalizando obtenemos que:

di(z)
dz
Es decir, que la relacion entre la diferencia de potencial y la corriente es,
o bien:

= —jwC'V(2)
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o bien:
dI(z) T
— = —wC'V
7 JjwC'V(2)

Tengamos en cuenta que solo hemos analizado estos parametros para LTPP.
No obstante, si hacemos el mismo analisis para cualquier LT, obtendriamos
estas relaciones, siempre que escojamos las L' y C’ correspondientes de esa
LT. i

Ahora, derivando ambas partes de %iz) = —jwLl'] (z), realizando las
sustituciones oportunas, y simplificando, obtenemos que:

>V -
dzgz) + WP L'C'V(2) =0
Repitiendo el mismo proceso para % = —jwC’ f/(z), obtengo:
d*1 .
dz(;) +WAL'C'I(2) =0

Las soluciones de estas ecuaciones de onda nos dan:

V(z) = Voe 752

[(Z) = [Oeijﬁz

Estas soluciones se pueden verificar sustituyendo en la ecuacién de ondas
apropiada:

(8% +W*L'C' V(z) =0

que se verifica siempre que = wv L'C".
Sustituyendo L’ y C’ para LTPP tenemos que § = w,/éu, recuperando la

[ que vimos en ondas planas. Recuerda que  esta relacionada con la longitud
de onda A\ = 27/\.
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4.3.2. Impedancia caracteristica

Ahora, introduciremos un nuevo parametro definido como la impedancia
caracteristica de la linea:

Y

7. — 9
0 To

La relacion entre la impedancia caracteristica, la capacitancia por unidad
de longitud, la inductancia por unidad de longitud y beta la obtenemos
derivando la ecuacién de onda V(z) = Voe 77

d ~ .
LV (2) = —jBVpe

dz
pero sabemos también que dyj es igual a:
dVz ~
— = —jwLl'I(z
7 JwlL'I(z)

Entonces, igualando ambas expresiones, y simplificando tenemos que:

BVo = wl'l
y reordenando términos de tal modo que tengo Zy = Vi/1 consigo:

g _ Vo wl'  wl
0 Iy B wvV L'C’

y simplificando obtenemos que:

L/
Zo — 5

Para LTPP, Z, = n.

4.3.3. Velocidad de propagacién

Ahora, obtengamos la expresion de la velocidad de propagacién. Sabiendo

4. con = wV L'C'" obtenemos que:

que v, = 73,

1
N el

v
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Figura 4.5: Modelo de una LT como una escalera infinita de series de bobinas
de inductancia L'Az y condensadores paralelos de capacitancia C'Az, donde
Az es la longitud de un segmento de la LT. Figura de elaboracién propia
basada en la Figura 9.4 de la obra de Elliot.
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4.3.4. Derivacion alternativa de las expresiones de V(2)
e I(z)

Partiendo del modelo de la figura (4.5), que es una escalera infinitamente
larga construida por bobinas en linea en paralelo con uno de los conductores
de la LT y con condensadores entre ambos conductores.

Por cada segmento de longitud Az, la inductancia de cada bobina es L' Az
y la capacitancia de cada condensador es C'Az. Usando teoria de andlisis de
circuitos lineales, aaplicando LVK (Ley de Kirchoff de la Tensién) para la
malla central, tenemos que:

V(2) — jwl/AzI(z 4+ Az) = V(z+ Az) =0

Si agrupo los terminos de la tension por un lado y dividiendo entre Az
tenemos que:

V(z+ Az) =V (2)
Az

= —jwLl'I(z + Az)
y tomando Az — 0,

d‘;iz) — w2

Por otro lado, aplicando LCK (Ley Kirchoff de las Corrientes) al nodo
«A», sumando las corrientes que entran al nodo,

I(2) — jwC'AzV (2) — I(2 4+ Az) = 0

agrupando las expresiones de intensidad por un lado y dividiendo entre
Az, y tomando el limite Az — 0, tenemos que:

dl(z) e
5= —jwC'V(2)

Llegamos a las mismas expresiones para V(z) e I(z) que antes. Nos ha
interesado ver este modelo ahora mismo para luego poder introducir con
mayor facilidad algunos pardmetros de las LT con pérdidas. Pero antes de
€s0, seguimos con...

4.3.5. Potencia transmitida

Finalmente, sabemos que las ondas electromagnéticas portan energia.
Integrando la densidad de potencia promediada en el tiempo dada por el
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vector de Poynting P = %E x H* a lo largo del drea de la seccién transversal
de la LT, obtengo la potencia total transmitida por esta onda.

Para LTPP, esto es:
P = / Pds

donde ds = a.dxdy. Usando E(z) = a,(Vy/d)e % y H(2) = —a,(Io/w)e 7%,

esto se convierte en:

w d *
1 Vo _. Iy .
P = / / = {ay—oe]ﬁz X (—az—oeﬂz> } -a.dxdy
y=0 Jz=0 2 d w

que se simplifica - afortunadamente - en:

w d
1/ Ix
pe [ () ()
y=0Jz=02 \ d w
Después de integrar obtenemos que:

1 *
P = Wl;

El asterisco * representa el complejo conjugado.

4.4. LT con pérdidas

Ahora, vamos a introducir las pérdidas dejando de asumir que la LT tiene
un conductor perfecto (o, — o0) y un dieléctrico no absorbente (¢” = 0,
o4 = 0) entre los conductores.

4.4.1. Resistencia por unidad de longitud

Vamos a partir de la densidad de potencia absorbida por la superficie del
conductor, concepto que introducimos el tema anterior, para introducir la
resistencia por unidad de longitud (la resistencia del conductor):

— 1 -
Pabs = §|JS|2RS

El pardmetro R, es igual a R, = \/% =/ 5

y, la densidad de corriente J,, para LTPP es igual a J, = I/w.
Para obtener la cantidad de potencia perdida por unidad de longitud de
la LT, integramos P2  obteniendo:
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2 (2R,
w
Sabiendo que la potencia disipada por una resistencia con una resistencia

R cuando una corriente senoidal de amplitud I pasa a través de este es

P = (1/2)I?R, identificamos que el término que hay entre paréntesis es la
resistencia por unidad de longitud:

1|1
- I

P = 2/ Pabsdy = 2w~ R, =
0 2w

1
2

2R,

w

R =

para LTPP (la misma expresién que en la tabla 4.2).

4.4.2. Conductancia por unidad de longitud

Otra mecanismo de pérdidas en las LT son provocadas por la absorciéon
del material dieléctrico entre ambos conductores. Sabemos del tema anterior
que la tasa a la cual los campos realizan trabajo, por unidad de volumen, en
las cargas de un medio es:

| N
Pobs — 5(0 + we”)|E)?

Dado que el campo es uniforme en la regién entre ambas placas, la pérdida
de potencia por unidad de longitud Az es:

w d
- 1 B
P = / / Pabsdady = 5 (04 + &"w) wd|E[?
o Jo
y como E =V /d, tenemos que:

p-1 {(Ud +§”W)w] v

2
Siendo el término dentro de los corchetes la conductancia por unidad
de longitud para la LTPP:

(04 + £"w)w
d
Volvemos al modelo de circuito de una LT anadiendo las pérdidas. La
impedancia de las resistencias paralelas a los condensadores, llamados resis-

tencias de derivacion, es G'Az, y las que se encuentran en serie a las bobinas
R'Az.

G' =
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Figura 4.6: Figura 4.5, pero ahora, anadimos las pérdidas a través de resisten-
cias de valor R'Az. Figura de elaboracién propia basada en la Figura 9.4 de
la obra de Elliot.

4.4.3. Constante de propagacion, atenuacién y fase

La impedancia combinada de la bobina y la resistencia es (R + jwL')Az,
y la conductancia de la combinaciéon de un capacitador y la resistencia de
derivacién es (G' + jwC")Az.

Aplicando LVK a la malla central tenemos:

V(2) = [R + jwLl]AzI(z 4+ Az) + V(z+ Az) =0
aplicando el limite Az — 0 nos da:
dV(z)

dz
Aplicando LCK en el nodo A, tenemos que:

= —[R +jwl1(2)

I(2) =[G+ jwC'| A2V (2) — I(z 4+ Az) = 0

que nos da:

= — G + jwC'| V(2)
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Con esto podemos desarrollar la ecuacion de ondas. Tomaré la expresién

%iz) = — [R'+ jwL'| I(2) y la derivaré en ambos lados respecto a z:

dVi(z) . dl(2)
7 = —[R + jwl] T

reemplazo % con — [G + jwC"| V(z) y tenemos que:

dV(z)
dz

La ecuacién la puedo reescribir como:

= [R' + jwL'] [G' + jwC'| V(=)

d*V (z2)

dz?

—?V(z) =0

donde 7y es:

7= VIR + jwLl][G + jwC]

La solucién de la ecuacién dzgz) — 72‘7(2) =0 es:

f/(z) =V, e " = Vye *%e P2

donde Vj es la amplitud de la tension en z = 0. En la segunda igualdad, v
se separa en su parte real « e imaginaria 8 (7 = o + jf3), es decir:

a=R {\/[R/ + Jwl] [G' + ij']}

B=5 {\/ R+ jwl] G + ij']}

v se define como la constante de propagacion, a como la constante
de atenuacion, [ es la constante de fase.

De forma similiar podemos obtener la ecuacion de onda para la corriente
I(z) desarrollando:

cuya solucién es:

[(Z) = [0677’2
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4.4.4. Impedancia caracteristica de la LT

Usando las soluciones de las ecuaciones de onda de la tensién V(2) y la
corriente [ (z) en una linea de transmisién con pérdidas, puedo obtener la
impedancia caracteristica Z, de la LT.

Derivando la ecuacién de onda V(z) tenemos que:

dV
ORI
dz
e igualdndolo con la expresién % =—[R + jwl/| I(z) y sustituyendo

I(z) = Iye™* tenemos que:

Woe® = [R' + jwl'] I,
sabiendo que Zy = % (Ley de Ohm), obtenemos que:
R+ jwl’

gl
y con la definicién de v tenemos que:

R+ jwl’
Zy = =—"—
G + jwC’

Como Z; denota la relacién entre la tension y la corriente, su magnitud
es Zy = |Vo|/|Io| v su fase es €7(%2=%)  es decir, que la fase de la
impedancia caracteristica compleja es la diferencia de fase entre las
ondas de tensién y corriente.

Zo

4.4.5. Velocidad de la onda

Para la velocidad de fase, la obtendremos de la expresion no fasorial del
campo eléctrico v(z,t) = R [|[Vo|e/ e 2e iFzei! ] = |Vj|e™** cos(wt—Bz+0,).
Si tenemos que en t; z; esta en su maximo, y en ty 2o también, entonces

wt] — Bz = wty — By

es decir, que en tiempo At = ty — t1, para mantenernos en el mismo punto
o sitio en la onda, nos habremos desplazado una distancia Az = zy — 21,
pudiendo asi definir la velocidad de fase como:
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Az w

v, = — =
POAt B
La longitud de onda A de la onda a una frecuencia w mantiene estrecha
relacién con la constante 5: A = 27/f.

4.4.6. Potencia transferida por la onda electromagnéti-
ca

Al final de la seccién anterior derivamos del vector de Poynting una
expresion para la potencia transmitida escrita en términos de la tensién f/(z)
y la corriente I(z). A dicha expresién hemos tenido que hacerle una ligera
modificacion:

P = JR[VE]

Nos quedamos con la parte real de dicha expresién puesto que la imaginaria
computa la potencia reactiva.

Ahora, usando las soluciones de onda para V(z) y I(z), tenemos que la
potencia transmitida es:

1 o ey B\ * 1 _
P(z) = 53? [Voe @z =iz (Ioe *Ze 352) } = 5%[56 2az

Podemos observar que la potencia decae a medida que la onda viaja a
través de la linea de transmisién con un factor e 2%, Esto implica que la tasa
de atenuacion de la potencia es el doble que la de la amplitud de la tensién
(o del campo eléctrico), que varfa segiin e~ .

4.5. Ondas estacionarias

Partiendo de las ecuaciones de onda para la tension y la corriente que hemos
visto en la seccion anterior, podemos construir las expresiones matematicas
que describen con precision el comportamiento de las ondas estacionarias.

Vamos a imaginar una LT infinita a lo largo del eje z, que alberga, al
mismo tiempo, una onda electromagnética que se propaga en direccién y
sentido z positivo y negativo. La expresion de onda para la tensién y corriente
propagandose en z positivo es:

V) = Ve
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T+ I
I(z)=1je
mientras que para las ondas que se propagan en sentido contrario es:

V() = Vet

I (2)=1I;e""

Observa que hemos anadido un exponente + y - para referirnos a las
amplitudes de las ondas que se propagan hacia +z y -z, y que la diferencia
entre ambas expresiones, a parte de las amplitudes, se sitia en la exponencial.

La solucion general de una onda estacionaria tendra que incluir las ondas
que viajan en direccion +z y -z, dando lugar a las siguientes expresiones:

V() = Ve 4 Vet

f(z) =Ife "+ ;e

Cada onda que conforma la onda estacionaria se le llama onda viajera.
Ahora, sabemos que la relacion entre la tensién, corriente e impedancia
para la onda que se propaga en direccién +z es:

Pero la impedancia para la onda que se propaga en direccion -z difiere:

0
0 _ _z
Iy 0

,Por qué —7,?

Sabemos por el vector de Poynting P = (I/Q)E x H* apunta en la
direccion +z para una onda que se propaga en direccién +z, y en -z
para el caso contrario.

Esto implica que, en la direccién -z, uno de los campos, ya sea el
eléctrico E o el magnético H invierte su sentido para hacer que el
vector de Poynting apunte en sentido contrario.

Consecuentemente, esto provoca que Vy o Iy se invierta, dando lugar
al signo negativo.
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Con esta relacién en mente, podemos reescribir la expresién de I(z) en
funcién de la tension y la impedancia:

i) = -
Zo

Evaluando ahora la superposicién de las ondas viajeras espacialmente,
obtenemos un patrén de onda estacionaria, con sus respectivos maximos y
minimos periodicos.

La tension o corriente fasorial en cualquier punto de z representa una
funcién senoidal, pero, en contraste con ua onda viajera, las ondas estacionarias
muestran una fuerte modulacién de la amplitud sobre el espacio de la longitud
de onda A de la onda.

Simplificando, durante la longitud de onda A de la onda, la amplitud de
la onda estacionaria varia segun la posicién de z.

Matemaéaticamente lo podemos describir de la siguiente manera. Primero,
vamos a convertir nuestra tension fasorial a su forma tiempo-dependiente.
Para simplificar los calculos, hemos asumido que o = 0:

[V-&-e—WZ _ ‘/;—6-5-72}

[

v(z,t) =R {V(z)ej“t} =R{[V,Fe " + V,et?] ¥}
Como las amplitudes son reales, Re/“+52) = cos (wt + (2):

v(z,t) = V' cos (wt — Bz) + V cos (wt + Bz)

y con la identidad trigonométrica cos (a & b) = cosa cosb F sinasin b, con
a = wt y b= [z, reescribimos la expresion como:

v(z,t) = (Vo + Vi) cos (Bz) cos (wit) + (Vo — Vi) sin (8z) sin (wt)

La amplitud maxima de la onda estacionaria se da cuando las ondas
viajeras coinciden en fase, Vi,o, = V| + |V, |- Por otro lado, la amplitud
minima cuando estdn en oposicién de fase, Vi = [|Vo ] — [V ||-

Los maximos se encuentran a una distancia de A/2 y los minimos en medio
de ambos méximos.

De forma muy similar podemos definir una expresién para la corriente de
la onda estacionaria:

i(2,t) =R {f(z)ej‘”t} =R {Zio [Vite ™ — Vet ejwt}

asumiendo que V', Vi~ y Zp son reales, la expresién se convierte en:
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i(z,t) = Zio (V,Fcos (wt — Bz) =V, cos (wt + (z))

Con identidades trigonométricas esto rapidamente se convierte en:

(2. 1) = (VJZ;OVO_) cos (82) cos (wt) + (VJZLOVO_) sin (82) sin (wt)

La posiciéon donde la corriente es maxima coincide justo con la posicion
donde la tensién es minima, y cuando la corriente es minima, la tension es
maxima. Esto es una consecuencia directa de la inversion del signo de la
amplitud I .

4.6. Reflexion sobre una carga

Consideremos una linea de transmisién (LT) de longitud [ e impedancia
caracteristica Zy. En el extremo z = —[ se conecta una fuente que genera una
onda progresiva viajando en la direccién +z. En el extremo opuesto (z = 0),
la linea termina en una carga con impedancia Z,.

Cuando la onda incidente alcanza la carga, parte de su energia puede
ser reflejada, generando una onda que se propaga en sentido opuesto (—z).
Esta onda reflejada incidirda nuevamente en la fuente, provocando sucesi-
vas reflexiones muiltiples si no existe adaptaciéon de impedancias en ambos
extremos.

En esta seccion, analizaremos el sistema bajo la suposiciéon de régimen
permanente sinusoidal, es decir, una vez que los transitorios se han extinguido
y se ha establecido un patrén de ondas estacionarias.

4.6.1. Coeficiente de reflexion

La amplitud de la onda reflejada es proporcional a la amplitud de la onda
incidente. Definiremos la amplitud de la onda reflejada como V|;, denotando
el exponente — la direccion de propagacion de la onda -z, y la de la incidente
como V'

Recordamos del anterior tema que un parametro tutil para describir la
relacion entre estas amplitudes es el coeficiente de reflexion. La idea es la
misma, adaptamos la expresion que presentamos para nuestras necesidades
actuales, por tanto, definimos I';, como:

Yo

Iy =
L %+
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- Swgulancia FU -\

Figura 4.7: LT con impedancia caracteristica Zj, con una fuente senoidal
(impedancia Z,, sefial de amplitud V) en z = —[ y una carga de impedancia
Zr, en z = 0.

;. Cuadles son los valores de ambas amplitudes? Sabemos que la fuente genera
una tensiéon de amplitud V, y que posee una impedancia interna Z,. Para
simplificar las cuentas, hemos preferido mantener que la fuente se encuentra
en la posicion z = —[ y la carga en z = 0.

La suma de ambas amplitudes, la de la incidente y reflejada ha de ser,
necesariamente, la ecuaciéon de onda de la tension evaluada en z = 0, es decir,

f/L = ‘7(0) = V0+ +VO_

De forma similar, la corriente que circulara por la carga al final de la LT
sera
vk vy
Ip=10)=-% - %
=10 =7 2
Ahora, sabemos por la Ley de Ohm que la caida de tensién entre ambos
bornes debe cumplir la siguiente relacién: V;, = I, Z;, por tanto, se cumple
que:

Vo + Vo =1Z;

De la expresién de corriente anterior, que representa la tension incidente
neta, si quitamos el denominador multiplicando ambas partes de la igualdad
por Zj, tenemos que:
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I.Zy = Vo™ = Vi

Con estas dos igualdades, puedo despejar tanto V" como V;, resultando
en:

I
Vit = E(Zu+ %)

I
o = EL(ZL — Zo)

Sabiendo esto, podemos ya determinar el coeficiente de reflexiéon como:

_ZL—ZO
- Z.+ 7

Se cumple que, si la impedancia caracteristica de la LT Z; coincide con
la de la carga Zp, el coeficiente de reflexion serd 0, dicho de otro modo, si
Zo = Z1, no habra reflexién en la LT provocando situaciones de interferencia.

Si cortocircuitamos la LT, es decir, que Z;, = 0, inevitablemente I';, = —1,
dando lugar a que la onda reflejada tenga la misma amplitud que la incidente,
pero invertida. La tensiéon V, = Vj© + Vi~ serd V;, = 0. La corriente serd
méxima (2V;"/Zy), aunque para el cdlculo de la tension nula en la carga este
valor no es determinante.

Por otro lado, si abrimos el circuito, es decir, que Z;, = 00, el coeficiente
de reflexién I'y, = 1, dando lugar a que la onda reflejada tenga la misma
amplitud que la incidente. Las amplitudes V," = V;;~ son idénticas, la tensién
de la carga es V, = 2V;" pero no hay corriente I, = 0.

L

4.6.2. Patrén de onda estacionaria por desajuste de
impedancias

i Pero qué pasa cuando las impedancias no coinciden? Analizando el patréon
de onda estacionaria producida por la diferencia de impedancias, podremos
describir perfectamente la carga de la impedancia.

Sabemos que la fuente genera una onda que viaja a lo largo de la LT de
longitud [ e incide en la carga de impedancia Z;. Sabemos también que en
el punto de incidencia se crea una onda de sentido contrario de amplitud
Vo =TV

Partiendo de la expresion de tension fasorial, podemos escribir una ecuacion
de onda que comprenda la relacién entre ambas amplitudes. Sabiendo que

Vo =TV, V(2) se reescribe como:
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Figura 4.8: Caso cortocircuito y circuito abierto para la figura 4.7

V() =Vie "+ Vye™ <= V(z) = Vi [e77* + Tpe™]

Recordando del tema anterior, volvemos a introducir la SWR o Standing
Wave Ratio, la relacion entre el valor médximo y minimo que toma la onda
estacionaria, el nimero que nos dice cuanto sube y baja la onda. La SWR se
define como S = Va0 /Vinin-

En las LT con pérdidas (o # 0), las amplitudes de las ondas varian
exponencialmente con la distancia z, y por tanto, V.. v Vinin varian a lo
largo de la linea.

Vamos a asumir el caso mas sencillo para introducir el concepto, una LT
sin pérdidas, a = 0. En este caso,

Vmax = "/E)+‘(1 + |FL|)

pues como a = 0, e™? se simplifica en e*#*, produciéndose V., cuando
las ondas que viajan en direccién +z y -z coinciden en fase.
De forma similiar, definimos V,,,;, como:

Vinin = [Vo' | = Vo [ = V5" [(1 = T, ])
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Usando estas expresiones de Vi,ue ¥ Vinin, la SWR se definird como

o 1+|FL|

g
1 — Il

cuando la LT sea sin pérdidas (a = 0), relacionando directamente la SWR
con el coeficiente de reflexién.

Por otro lado, podemos evaluar el patron de onda estacionaria para la
corriente T (2) partiendo de la siguiente expresién que modificaremos con la

relacion Vg~ =T V", V(2):

I(z) = 1 [Vore™ = Vy et < '

ZO 0 0 Z[)

Para el caso de las LT sin pérdidas (a = 0), la corriente maxima y minima
tiene valores:

[e‘“’z — FLeﬂz]

Vo'l

Sabiendo los valores que pueden tomar las amplitudes de la tensién o
corriente, podemos empezar a indagar las posiciones en las que se encuentran.

Para simplificar las expresiones, asumiremos que nuestra LT es sin pérdidas
(v = 0) y que la impedancia Zy = Ry es real.

Si la impedancia de la carga es compleja, 'y, 1o sera inevitablemente:

FL = |1"L|€j91“

donde el coeficiente de reflexion es representada en términos de magnitud
|I'z| y fase Or.

Partiendo de la expresién de tension que antes hemos obtenido relacionando
las amplitudes de Vy" y V;~ con el coeficiente de reflexién T'z, y sabiendo
que a = 0, puedo obtener la tensién en cualquier lugar de z con la siguiente
expresion:

‘7(7;) = VO+ [e—jﬁz + F]ﬁﬂﬂz} _ Vo—i- [e—jﬁz + |FL’ej9F6+jﬂZi|

Para que la tensién sea méaxima, los dos fasores (incidente y reflejado)
deben alinearse en fase. Esto ocurre cuando el angulo de fase del término
incidente es igual al del término reflejado (mds un nimero entero m de vueltas
completas 27):
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_6zmam - (QF + Bzmaz) = 2m7r, m &€ N

—BZmaz corresponde a la dngulo de fase del dngulo incidente y (Or + S2zmaz)
al angulo de fase del angulo reflejado. Reordenando los términos para despejar
la fase del coeficiente de reflexion 6 para obtener

Or = —2B2mae — 2mm

y sabiendo que 2,4, es la posicién del primer maximo (la més préxima a
la carga), usamos m = 0 para encontrar

QF = - 2B2max

Por otro lado, para obtener la posicion del primer minimo, tenemos que

HF = _252min =

Escogeremos + o - para encontrar el minimo en el rango —A/2 < 2,5, < 0

4.6.3. Impedancia de entrada

Evaluada el patrén de onda estacionaria provocada al final de la LT, nos
resulta de especial interés conocer la impedancia de entrada de la LT. De
forma intuitiva, definimos la impedancia de entrada como la ratio entre la
tension y corriente de entrada en la LT:

Vin _ V(=)
Ln  1(=1)

Es decir, la tension y corriente de entrada dependera completamente de la
longitud de la LT. Aunque parezca extrano, al variar la longitud de la LT,
también lo hard el patréon de onda estacionaria.

Si ampliamos el desarrollo de la expresién anterior:

Z’in =

Z B ‘/0+ [6_7(_” + FLe’Y(_l)]
me (Vo /1 Zo) [e=7(=0 — T per(=0)]

Zr—2Zo
Zr+2Zy’

Sabiendo que I'y, = reescribiendo la ecuacién y reordenando sus

términos, tengo que:
g g (' +Tre )+ Zy (e —Tpe™)
=g (et —Tre ) + Zy (ert + Tpe)

Elliot hace uso de funciones hiperbdlicas para simplificar méas expresion,
resultando en la siguiente expresion general:
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21, + Zytanh vl
Zo + Zp tanh vl

Zin = ZO
y en la siguiente expresién para lineas de transmisién sin pérdidas!:

Z. - ZOZL —i—jZotanﬂl
Z() —i—jZLtan[i’l

Se aprecia que la impedancia de entrada tiene forma compleja, habitual-
mente suele serlo debido a la variacién de magnitud y fase a lo largo de la
linea.

Si la impedancia caracteristica de la LT Z; coincide con la de la carga
Zr, es decir, Z;, = Zy, se cumple que I'y, = 0y que Z;,, = Zy = Zp,
independientemente de la longitud de la LT. Esta es la razon por la que
siempre trataremos de igualar la impedancia de la carga a la de la LT, para
garantizar el maximo rendimiento de la misma, porque evitaremos anadir un
factor que devuelva la energia de la senal que transmitimos a través de la
linea a la fuente.

Ahora, cuando decidimos cortocircuitar la carga, es decir, Z;, = 0, la
impedancia de entrada sera:

Zin = Z(] tanh ")/l

Para las lineas de transmision sin pérdidas sera:

Zin = jZotan 5l

En este caso particular (linea en cortocircuito), si la longitud de la linea es
tal que sitia un nodo de tensién en los bornes de entrada (cuando SI = mm)
(lo que implica un antinodo de corriente), la impedancia de entrada serd nula
(Zin, = 0). Por el contrario, si la longitud provoca un antinodo de tensién en la
entrada (Sl = (m + 1/2)m) (y por tanto un nodo de corriente), la impedancia
vista serd infinita (Z;, — 00).

La impedancia de una linea en cortocircuito es puramente reactiva y varia
continuamente (la senal es senoidal). La linea alterna entre comportarse como
una inductancia (reactancia positiva, donde la corriente se retrasa respecto
a la tensién) y una capacitancia (reactancia negativa, donde la corriente
adelanta a la tensién). Dicho de otro modo, ajustando la longitud de la linea,
es posible simular el comportamiento de bobinas y condensadores reales.

LCabe denotar que Elliot hace uso de R, para referirse a impedancias reales, pero, para
mantener la simplicidad del resumen y del formulario, opto por usar Zj.
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Casos especiales

Antes de avanzar a la siguiente seccién, vamos a tomar una pequena vista
a un par de casos especificos.

Empezamos con el primero. Tenemos una LT que tiene las siguientes
caracteristicas: Z; = 0 (cortocircuitada), « = 0,7 = jf5 (sin pérdidas),
< 1/p.

Con estas caracteristicas, Z;, = jZytan 3, aplicando la aproximacién de
tan Gl ~ Sl (vélido si Sl < 1), y usando Zy = ,/% y 8 =wVL'C" tengo que
la impedancia de entrada es:

L/
Zz’n ~ ]Zgﬁl = j“ 5&) LC" = jWL/l

Observamos en esta LT, en cortocircuito, muy muy pequena, que tiene un
aspecto inductivo de magnitud L'l.

El ultimo caso especial para Z;, tenemos el circuito abierto, Z; = oo.
Como Z;, > Z,, Zy se convierte despreciable, teniendo que la impedancia de
entrada es Z;, = Zy/ tanh~l. Para el caso de una LT sin pérdida,

- —J%
" tan Bl

En este caso particular, si la longitud de la linea es tal que sitia un nodo
de tension en los bornes de entrada (cuando I = mn) (lo que implica un
antinodo de corriente), la impedancia de entrada sera INFINITA (Z;, — o).
Por el contrario, si la longitud provoca un antinodo de tensién en la entrada
(Bl = (m + 1/2)7) (y por tanto un nodo de corriente), la impedancia vista
serd NULA (Z;, = 0). Justo lo contrario del caso Z;, = 0 que vimos antes.

Si el circuito abierto es muy pequeno,

S N A S
=TI T TIN O ovDen Wl

Finalmente, apreciamos en este caso que una LT abierta, muy muy pequena,
se comporta como un condensador con capacitancia total C’l e impedancia

Lin,.

4.6.4. Amplitudes de ondas viajeras V" y V"

Nos falta averiguar cudles son las amplitudes de nuestras ondas viajeras
VoF y Vi~ en términos de la tensién de la fuente, y la impedancia de la carga.
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Figura 4.9: LT de longitud [ y su circuito equivalente

En la figura (4.9) se ha construido el circuito equivalente a todo el modelo
de LT que hemos estado trabajando hasta ahora. Nuestro objetivo es calcular
Vin v ILin, la tension y corriente a la entrada de la LT.

Observando el circuito equivalente de la figura (4.9), nos damos cuenta de
que se trata de un divisor de tension, por tanto, la tensién V;, viene dado por:

Z;
Vin = Vg
Y72y + Zin

Por LVK, tengo que La corriente [;, atraviesa la impedancia de la fuente
Zg4, asi que la tension a lo largo de este elemento es I;,Z,, por tanto,

y, por la ley de Ohm sé que V;,, = I;,,Z;,, despejando I;, en ambas expresiones
tengo que:

I = L
! Zy+ Zin
y que
Voo~ VeZin
m Zg n Zm

Sabemos que

Vin = V(=) = Vyte' + Vye ' = Vihell(1 4+ Tpe™)
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Figura 4.10: Analisis LKV del circuito de la figura 4.9

Igualando V;, en la expresion anterior y la del divisor de tension tengo

que:
Z; e
Vit =V, :
Lo (Zg +Zm) (1 +FLe—27’>

Podemos obtener la amplitud de V;~ de la siguiente igualdad V; = Tz V.

4.7. Correspondencia de impedancias

Muchas veces deseamos tener la gran suerte de que la impedancia ca-
racteristica de nuestra LT coincida con la de la carga, pero determinadas
circunstancias, no es factible.

Para ello, necesitaremos algunos trucos para reducir los reflejos en la carga.
Veremos dos:

4.7.1. Transformador de cuarto de onda

Empezamos con el transformador de cuarto de onda, consiste en un
segmento corto de LT que se inserta en otra linea para minimizar los reflejos
provocados por la carga. En la figura (4.11) se aprecia uno.
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Figura 4.11: Transformador de cuarto de onda.

Al insertar el transformador, una onda que viaja en direccion +z se reflejard
parcialmente en la conexion de ambas LT y en la carga. El reflejo de la carga
viajara de vuelta hacia la fuente, atravesando primero el transformador y
luego la LT principal. Ambos reflejos presentan la misma amplitud.

Al ser la LT del transformador A/4, provocamos un desfase de 7 (la onda
recorre A\/4 en la ida y en la vuelta, es decir A/2), haciendo que, el reflejo de
la carga y el reflejo de la conexion de ambas LT se cancelen.

Estariamos obteniendo la maxima transmisién porque eliminamos el re-
torno de energia a la fuente.

Veamos la matematica detras. Para simplificar las operaciones, asumiremos
que ambas lineas no tienen pérdidas.

Vamos a determinar la impedancia de la linea de cuarto de onda usando
la expresion

. 2ZL —i—jZoQtanBl
— Y202+ jZ, tan Bl

Adaptando a expresién anterior a nuestras necesidades, con [ = A\/4, tengo
que Sl = (2w /A\)(A/4) = w/2. Como tan Sl tiende a infinito, lo vamos a dejar
que tome ese valor y tomaremos el limite de la expresion:

Z'in

20— lm Zu 21 + 3% tan Bl _ ZfH
tan(8l)— o0 Z() + jZL tan ﬁl ZL
Ahora, consideramos esta LT de cuarto de onda como la carga de la
LT principal de caracteristica Z,. Para eliminar el reflejo de esta carga, se
debe cumplir que Z;, = Z,. Por tanto, la impedancia caracteristica de la LT
agregada debe ser:

Z02 =V ZOZL

Esta expresion la hemos sacado despejando Zyy de la siguiente relacion
Zin = 23,/ Z 1.
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Antes hemos dicho que las amplitudes de ambas ondas reflejadas son
idénticas, esto se debe a que el coeficiente de reflexiéon de ambos reflejos son
idénticos:

r _Zo—20  NZoZL—Zo  NZL— V2o
conex. LT — — -
ZOQ+ZO \/ZOZL+ZO \/ZL+\/Z0

Ftransf—)carga = ZL - ZO2 - ZL — ZOZL = \/Z_L — \/70
Zi+ 2 Zi+NZoZ, NZL+V7Z
Tengamos en cuenta que esta explicacion no esta completa, porque ignora
los reflejos multiples entre las superficies, pero, nos da una primera vista
bastante buena del transformador.

4.7.2. Lineas cortocircuitadas o abiertas en paralelo

El problema que tratamos de resolver es el mismo que antes. Tenemos
un desajuste de impedancias en la linea que da lugar a reflejos. En este caso,
para neutralizar los reflejos, conectamos una linea corta [g; en paralelo, o bien
cortocircuitadas o abierta al final, en una determinada posicion [.

Desde el punto de vista fisico, nuestro objetivo es modificar la impedancia
compleja que ve la fuente. Necesitamos anular la parte reactiva (imaginaria) y
lograr que la parte resistiva (real) sea idéntica a la impedancia caracteristica
de la linea (Zp).

La linea que conectamos no tiene pérdidas?, actia fisicamente como un
componente puramente reactivo (una bobina o un condensador) compensando
la reactancia del circuito.

Sin embargo, para simplificar la descripcién matematica de este fenémeno,
recurrimos a la admitancia, definida como la inversa de la impedancia (Y =
Z~1). Al trabajar con conexiones en paralelo, las admitancias nos permiten
sumar directamente los valores (Y;, = Yy + Yg;), evitando asi la complejidad
algebraica y el riesgo de errores asociados al calculo directo con impedancias.

Empezamos definiendo la admitancia asociada a la impedancia de entrada
Zin:

Y;n _ Z~_1 . Y Zo + jZL tan(ﬁlL)

_ | LY,
" "Z.+ % tan(fBly) o

2En la realidad esto es falso, pues todo conductor fisico tiene cierta resistencia y
dieléctrico imperfecto, por lo que siempre existen pérdidas. Ahora bien, como estas lineas
son tan cortos, en comparacién con el resto de la LT, la atenuacién acumulada suele ser
despreciable comparada con el efecto de tranasformacién de impedancia que buscamos. Por
tanto, es una idealizacién estandar que hacemos para simplificar operaciones sin cometer
demasiado errores.
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Figura 4.12: Lineas abiertas en paralelo.
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Figura 4.13: Lineas cortocircuitadas en paralelo.
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donde el primer término es la admitancia de la LT y Yg; corresponde a la
admitancia de la linea corta de ls; unidades de longitud:

Yse = Zg! = —jYy cot(Bls;)

si la LT que conectamos estéd cortocircuitada, o bien si esta abierto [6]:

Ys: = Zg! = jYotan(Bls;)

Ahora bien, sabemos que Y;, = Yy debe cumplirse si no queremos tener
reflexion en nuestra LT. Con esta condicién, ya puedo averiguar donde he de
conectar la L'T secundaria. Para ello, me quedo con la parte real de la suma
de admitancias y con £(Y;,) = Yp, entonces:

R (Vi) = R (Yo) = R (YOZO +Z tan(ﬁh))

ZL + jZo tan(ﬁlL)

De esta expresion puedo despejar . Ahora, para despejar la longitud
que ha de tener la LT secundaria, tomo la parte imaginaria de la suma
de admitancias, y ha de cumplirse que (Y;,) = 0 para que no tengamos
componente reactivo:

Zo+ jZ tan(Bly,)
S(Y,) =0=( Y, - Y.
S (Yn) N ( °ZL+ % tan(Blz) o

De esta expresion despejo lg;.

4.8. La carta de Smith

Seccion Carta de Smith”: Recurso en desarrollo

Todavia estoy trabajando en esta seccion. Prefiero tomarme un tiempo
para revisar bien los materiales y enlaces externos para asegurarme de
que realmente valen la pena antes de recomendéartelos.

En cuanto lo tenga listo, cargaré a la carpeta de Wuolah un PDF llama-
do Anexo T4 - Carta de Smith.pdf, que contendra toda la informacion
necesaria para entender y aprender a usar esta herramienta.

Ademas, en la carpeta compartida enlazada en mi biografia, habra
una copia de seguridad de todos estos recursos para garantizar su
preservacion.

iDisculpa las molestias!
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Figura 4.14: LT con una fuente que produce un pulso de tensién V. La
impedancia interna de la fuente es Z;, la de la carga es Z;, y la caracteristica
de la LT, asumiendo sin pérdidas, es Zj.

4.9. Pulsos en L'T

Antes de cerrar el tema, nos resulta de especial interés indagar en la
propagacion de pulsos en lineas de transmisién, debido a su importancia en
la era digital.

Recordamos que, para velocidades de reloj de 1 GHz, cualquier circuito,
de apenas escasos centimetros, es mas que suficiente para exceder el limite en
el que la Teorfa de Circuitos tiene sentido. Los efectos de propagacion pueden
dar lugar a la distorsion de las senales y la pérdida de bits.

Las bases para la propagacién de pulsos es similar a la de la propagacién de
la onda. Cuando un pulso es lanzado en una LT, toma un tiempo determinado
hasta que llega a la carga, donde una porcién del pulso incidente volvera a la
fuente.

En este texto nos limitaremos a lo mas sencillo, una LT sin pérdidas con
cargas reales, ignorando también las variaciones de velocidad de un pulso de
los diferentes componentes de Fourier.

Consideremos un pulso generado por la fuente que vemos en la figura
(4.14). La LT tiene una longitud /, la velocidad del pulso es vy, ¥ por ahora,
consideraremos que la duracién del pulso es Tpuso < 1/ Upuiso, siendo 1/ vpyiso
el tiempo que tardaria un pulso en recorrer la LT. La fuente se encuentra en
z=0ylacargaen z =I[.

La fuente genera un pulso de altura V;, que empieza a propagarse sobre
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Figura 4.15: Captura de un pulso de tension en una LT que se propaga hacia
la derecha, y la longitud del pulso es vpuisoTpuiso, donde vpys0 €s la velocidad
Y Tpuiso 1a duraciéon del pulso.

la LT.Todos los puntos donde la diferencia de potencial entre los conductores
no es cero, hay un campo eléctrico apuntando desde las cargas positivas de
un conductor a las negativas del otro.

A medida que el pulso se propaga sobre la linea, este «pulso de carga» ha
de moverse también, por tanto, tenemos una corriente. En la figura (4.15)
apreciamos la diferencia de potencial y corriente entre los dos conductores
Vit e I, el campo eléctrico E y magnético H, la densidad de carga p,,, y
de corriente Jg, superficial en el conductor superior y —ps, y —Js, en el
inferior, dentro del pulso y cero en el resto de la LT.

En el caso de que el pulso llegase a la carga y se produciese una reflexion,
el subindice numérico indica el nimero de vueltas que ha dado el pulso,
mientras que los exponentes + y —, igual que antes, propagacién en +z y -z.

Como es de esperar, la tensién Vi y corriente I} estdn relacionados uno
a otro y la ratio deberd ser la impedancia caracteristica de la LT Z,.

(Rel. pt. 4.6.4). La amplitud del primer pulso sera:

Zo

Vi=V,—7—
1 ng+ZO

siendo Vj el pulso ideal generado por la fuente. Y su corriente:

Y
Y Z,+ 7

Al igual que antes, la tensién y corriente a lo largo de la corriente debe
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cumplir con la ratio V /I = Z;. Habitualmente suele ser distinta de Z,. La
diferencia de impedancias Z; # Z, da lugar a un pulso reflejado de amplitudes
Vi™ e I deratio V" /I] = —Z,.

Con esto, podemos escribir Z; en funcién de la suma de amplitudes
incidente y reflejada:

Ve Vit+vo
=5 =—F———
I L'+ 1
La ratio entre el pulso incidente y el reflejado viene determinado por el
factor de reflexién I';:
oI

W

Con esta definicion puedo reescribir Z; como:

L'y

Vit+rvib vt (1+FL)
L= 57 & 1+ =

I -Tplf L7 \1-T,
Y como V" /I}t = Zj, despejando 'z, me da:

2L — 2
- Z L+ 2o

Expresion en consonancia con la que obtenimos en el apartado 4.6.1.

El pulso reflejado tarda en llevar a la fuente ¢ = 21/v,u5, (vViaja en +z
y luego en -z). Nuevamente, aqui tenemos la expectativa de que se refleje
parcialmente. Sin repetir el proceso anterior, sacamos que:

L'y

_Zg_ZO

r ==-9 =
Y Z,+ Zy

El segundo pulso reflejado tiene amplitud V," = T,V =TT, VT, y se
vuelve a propagar hacia la carga, donde otra vez es reflejado, con amplitud
V, =T%r, V", y asf infinitamente.

Si la impedancia de la carga es aproximadamente la de la LT, la amplitud
del pulso reflejado disminuye después de unos escasos viajes. El caso contrario
es trivial.

Estos efectos de rebote los habitualmente los obsevariamos desde un
osciloscopio, viendo las distintas tensiones en una ubicacién especifica z; en
funcién del tiempo.

Una herramienta que nos puede resultar bastante util es un diagrama
de rebotes, que no es mas que un diagrama que representa los rebotes del
pulso de onda respecto al tiempo. En la figura (4.16) podemos apreciar una.
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FIGURE 9.23 The voltage ) versus | see
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Figura 4.16: Figura 9.23 de la obra de Elliot en el que se aprecia las graficas
v(t) medidas en a) z =0, b) 2z =1/2y ¢) z = [ para un pulso de duracién muy
corta, considerando los coeficientes de reflexién I', = —0,8 y I'y = 40,8 para
la ilustracion. Y los diagramas de rebote, con lineas discontinuas marcando el
punto donde se estd evaluando la funcién v(t). [1]

Si quisiéramos saber el tiempo que tomaria en llegar los rebotes en un
determinado punto zy, simplemente tendriamos que trazar una linea vertical
en dicho punto, y leer los tiempos a lo largo del eje vecticar en los puntos de
interseccién con la lineas de los rebotes. Ademas, este diagrama nos permitira
tener registrado las amplitudes de cada rebote.

Antes de acabar, tenemos que ver el comportamiento de los pulsos cuya
duracion no es corta. Hasta este momento hemos hablando de pulsos cortos
en comparacion con el tiempo necesario para recorrer la longitud de la LT.
Con esta condicidén, los pulsos no se solapan.

Al tener pulsos de duracion mayor, estos llegaran a solaparse, y la tnica
dificultad adicional es que, las tensiones observadas se calculan mediante
superposicion. Es decir, que la tension que vemos en un lugar especifico sera
la suma de las amplitudes de cada pulso individual.

Este comportamiento queda perfectamente reflejado en la figura (4.17),
donde nuevamente encontramos las graficas v(t) evaluadas en distintas posi-
ciones y los diagramas de rebote.

La oscilacién de la tension en la graficas v(t) de la figura (4.17) se debe
a que los coeficientes de reflexiéon I'y, y I'y tienen signo distinto. El pulso al
reflejarse en la carga, presentara una amplitud negativa, puesto que I', = —0,8.
Al llegar a la fuente, el pulso reflejado mantendra V," su amplitud negativa
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Figura 4.17: Figura 9.24 de la obra de Elliot en el que se aprecia las graficas
v(t) medidas en a) z =0, b) z =1/2 y ¢) z = [ para una funcién escalén que
se enciende en t = 0 y se mantiene encendido, considerando los coeficientes
de reflexion I'y, = —0,8 y I'y = 40,8 para la ilustracién. Y los diagramas de
rebote, con lineas discontinuas marcando el punto donde se esta evaluando la
funcién v(t). [1]
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Figura 4.18: Graficas TDR y TDT para una funcién escalén, considerando los
coeficientes de reflexion py, = 0,25 y ps = 0,2 para la ilustracion. Y el diagrama
de rebote con las amplitudes marcadas. a(t) es a(t) = v(z = 0,t = 0). [7]
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V,t <0, porque I';T'y < 0, entonces V;" = T' T, V;" < 0. Pero este segundo
pulso que viaja hacia la carga, al presentar amplitud negativa, el segundo pulso
reflejado V, presentard amplitud positiva porque V=TVt =T20, V.

Como los coeficientes de reflexion presentan signos contrarios, la gréafica
v(t) oscilard hasta estabilizarse en V7, la tensién que afronta la carga.

Si los coeficientes de reflexion presentasen el mismo signo, no veriamos el
patrén de oscilacién de v(t), sino una escalera que convergeria en V.

Dos gréficas v(t) bastante conocidas son:

» La TDR (Time Domain Reflectometry), es una gréfica de la senal ob-
servada en el extremo de la fuente (z = 0). Funciona como un radar”que
nos permite localizar discontinuidades de impedancia analizando los
ecos que retornan [8].

» La TDT (Time Domain Transmission), es otra grafica analoga que
mide la senal que llega en el extremo de la carga (z = 1) [8].

En la figura (4.18) podemos observar ambas graficas y el correspondiente
diagrama de rebotes con las amplitudes marcadas. Ten en cuenta que en esta
figura, se ha usado p en vez de I' para referirse al coeficiente de reflexion.

Cabe mencionar que, si bien las figuras (4.17) y (4.18) solo muestran
las gréficas v(t) para pulsos de duracién infinita o respuesta al escalon,
consideramos pulso largo todo aquel cuyo tiempo supere el necesario para
recorrer la longitud de la LT.

Finalmente, sabemos que estas graficas convergen en V;, la tension que
afronta la carga, que no es nada mas que la suma de todas las contribuciones
de amplitud de todos los pulsos que inciden sobre la carga:

V=V + Vi + Vi + Vo + Vet 4 =

= Vi DLV DL, DL VT TRV +

Sacando factor comin, compactando la serie y usando la expansion de
Taylor, tengo que:

1+T1y,
Vp =V —rn
T,
y con I'y, = gﬁ;gﬁ yIy= gj:ég tengo que:
Z1,
Vi =V,——
ez 7,

como vimos previamente.
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