Capitulo 3

Ondas planas

Este capitulo se basa en la estructura y el rigor de la obra “Electromagnetic Fields
for Engineers“ de Daniel S. Elliot [1]. Se recomienda la consulta de la obra original
para un estudio exhaustivo.

Sobre las demostraciones

Estos apuntes incluyen las demostraciones que aparecen en el libro de
Elliot. Aunque en la practica (y en los exdmenes) solemos ir directos a
la formula final, he incluido el proceso de obtencion porque es la tnica
forma de evitar que las ecuaciones parezcan ”"magia”.

Ver de donde salen las cosas ayuda a conectar la fisica con las matemati-
cas. Al final, usaremos la expresion resumida, pero haber entendido el
camino nos da la seguridad de saber realmente qué estamos calculando

y por qué.

3.1. Propagacién en medios sin pérdidas

Un medio sin fuente, lineal isotrépico (las propiedades del medio no
dependen de la direccién en la que es examinadal[2]), homogéneo y no conductor
se define como un medio simple sin pérdidas.

En estos medios, no hay cargas libres p, = 0 y no hay corriente libre
J, = 0, haciendo que los campos sean solenoidales (es decir, «sus lineas de
campo no pueden converger ni divergir de ningin punto; no pueden tener
extremos localizados.»[3]).

El campo de desplazamiento D y el campo eléctrico E son proporcionales
uno a otros D = ¢E, al igual que el campo magnético H y el flujo de densidad
B, H = ;. 'B. Esto es caracteristico de los medios lineales.
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Asumiendo que la conductividad eléctrica ¢ = 0, con estas condiciones,
podemos escribir la ley de Faraday como:

OH
VXE=—-u—
8 "ot
La ley de Ampere-Maxwell como:
oE
VxH=¢e—
X € T

La ley de Gauss para campo eléctrico V - D = p, se convierte en V-E = 0
y para campo magnético V-B=0en V-H = 0.

Ahora bien, vamos a relacionar E y H tal que tengamos una expresion
simple en funciéon de uno de ellos. A partir de la ley de Ampere-Maxwell,
aplicaremos a ambas partes de la ecuacién el rotacional.

OE
EE)
Usando la identidad vectorial V x (V x H) = V(V -H) — V*H, la relacién
V -H = 0 y simplificando, obtenemos:

VX (VxH)=Vx(

2

ot?

Acabamos de obtener la ecuacion de ondas del campo magnético depen-
diente del espacio V2H y tiempo MSG;TI;I.

Si aplicamos el mismo procedimiento a la ley de Faraday, obtendriamos la
ecuacion de ondas del campo eléctrico:

V?H = pe

O’E
2
VE =g

3.1.1. Solucion general de la ecuacién de onda

La solucién general de la ecuacion de onda puede escribirse como una
funcién f(¢'), donde la fase es ¢/ = t — (k - r)/E/l.

Aqui, k es el versor de propagacion (vector unitario, |R| = 1, en la direccion
del movimiento).

Verificaremos esta afirmacién demostrando que f(t') satisface la ecuacién
de onda. Esto requiere calcular sus segundas derivadas, para facilitarnos la
labor, uso el sistema de coordenadas cartesianas:

82 2 62
VQf(t/) = (@ + a—yz + @4—) f(t/)
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Sabiendo que k = (k,z + kyy + k.2):

V=t— (l%xx+l%yy+l%zz> NG

Y con eso, calculo la primera derivada de f(t') respecto a x usando la
regla de la cadena en el primer paso:

of(t df (t) Ot “ (gt
RO _ O (hyem) £

Volvemos a derivar y a usar la regla de la cadena y obtenemos:

o= g |(hem) 1) = Chemm SR = (o) 10

Ahora, calculamos la derivada de orden dos respecto al tiempo:

82 !
8];(;) _ f//(t/)

y sustituyendo todo esto en la ecuacién de onda:

VEf(t) = MEa?gt(;q — {(—/@@)2 + (—1@@)2 + (—1@@)2 - 54 £ =0

simplificando:

=l ep] f1() =0

Sin quererlo queriendo, también hemos demostrado que k ha de ser sf o sf
unitario.

Una vez demostrado que f(t') es, en efecto, la solucién general, podemos
analizar sus propiedades fisicas. La mas importante de ellas es la velocidad a
la que se propaga esta onda.

La velocidad de fase (v,) es la velocidad a la que se desplaza un punto de
fase constante (es decir, un punto donde ¢’ no cambia). Para encontrar esta
velocidad, imponemos que la variacion total de la fase sea nula: At' = 0.

Si partimos de la variacién de t':

At = At — (k- Ar)\/zR
Al igualar a cero (At = 0), obtenemos:

At = (k- Ar)\/en
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El desplazamiento Ar de un punto de fase constante ocurre, por definicion,
en la misma direccién que la propagacion de la onda, k. Por lo tanto, podemos
escribir Ar = Ark, donde Ar es la distancia escalar recorrida.

El producto escalar se simplifica enormemente:

~

k-Ar=k-(Ark) = Ar(k-k) = Ar
Sustituyendo esto en nuestra ecuacion, tenemos:

At = Ar\/ep

La magnitud de la velocidad de fase es v, = 2—;. Al despejar esta relacion,
tengo que:

Ar 1

v, = — =
POAt JEn
Cabe destacar que, al ser un medio sin pérdidas, la velocidad de fase
coincide con la velocidad a la que viaja la energia, la velocidad de propagacion.

3.1.2. Campos armonicos

Los campos armonicos son aquellos que varian senoidalmente respecto al
tiempo.

Con el anélisis de Fourier podemos descomponer cualquier senal como la
suma en serie de onda armoénicas simples.

Es por ello que su estudio despierta interés.

Una funcién arménica se puede escribir como E(t) = Ejcos(wt + ¢)
aunque también como E(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), con A2 + B? = E2 y
¢ = — arctan %

Recordemos que de nuestras experiencias fasoriales los siguientes aspectos:
n coswt = (e + eI
» sinwt = —L (e —e77)

Y que, para pasar de un fasor complejo a su equivalente con dependencia
temporal, simplemente multiplicamos dicho fasor por e/t

E = |E|e’? = /@) = R(IWH9)) = | E| coswt + ¢ = E(t)

y viceversa:
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H(t) = a,[H}cos(wt) — H sin(wt)] = H(t) = a,[HR (") + HIR(je")]

H(t) = a,[HoR(/)+ HyR(je'")] = a,R(Hy+jH )™ = H = a,(Hy+jHy)
o su equivalente en forma exponencial:

H = a,(H)+ jH}) = a,Hye’®
donde Hy = /H' + H"S y ¢ = arctan(i—él).
0

Con todo lo que hemos aprendido, vamos a reescribir las ecuaciones de
Maxwell para reflejar esta nueva realidad fasorial:

= Ley de Gauss: V- D = g,

= Ley de Gauss en el magnetismo: V- B =0
» Ley de Faraday: V x £ = —jwB

» Ley de Ampere-Maxwell: V x H = J, + jewD

Y las respectivas ecuaciones de onda para campo eléctrico y magnético
respectivamente:

V2E + e,uwQE =0
V2H + cpw?H = 0

3.2. Ondas planas uniformes
Este tipo de ondas arménicas son descritas por la relacion
E(r,t) = Eyel @tk
o en su forma fasorial compleja:

E(r) = Ege 7%

Son uniformes porque su amplitudes son siempre constantes.
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La k

En este caso, recuerda que k es el numero de onda y siempre cumple
la siguiente igualdad k = w,/cp.

A partir del niimero de onda puedo sacar también la velocidad de
w 1

propagacion: V, = £ = NG

Con la ley de Faraday puedo sacar el campo magnético asociado a este
campo eléctrico:

VXE:—jquCI;)I:I:LVXE
W
Consideremos una onda plana que se propaga en la direcciéon +z con la
direccion del campo eléctrico apuntando el eje x:

E(z) = a,Ege %
Vamos a calcular el campo magnético asociado:

a, a, a,

) . . B B '
A=t vxE=I 2 a% S1=a ‘7_0(_]7{:)67]1%
wit wie | e 0 wit

Simplificando, y con k = w,/ep obtenemos:

~ < .
H = —|—ayE0 \/je]kz
14

Observamos que la amplitud del campo magnético es proporcional al del

campo eléctrico:
€
HO = EVO\/j
!

La proporcion entre ambas amplitudes se denomina impedancia intrinse-
ca:

Ey H
= — = Q
T ~(Q)

La impedancia intrinseca en el vacio es

n

o= 2 ~ 3770
€0
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El resultado que obtenemos es clave. Los campos E y H son perpendicu-
lares entre si y, a su vez, perpendiculares a la direccién en que viajan. Esta es
la definicién de una onda TEM (Transversal ElectroMagnética)

3.3. Efecto Doppler

No seria la primera vez que, caminando por la ciudad, se aprecia la sirena
de una ambulancia. Cuando una ambulancia con la sirena encendida (fuente)
se acerca hacia nosotros, percibimos el pitido de una forma mas aguda, a
diferencia de cuando esta se aleja de nosotros. ;Qué sucede? El movimiento
de la ambulancia da lugar a que las ondas ya transmitidas sean aplastadas
por las nuevas emitidas (cambio en las longitudes de onda). En el sentido de
avance de la ambulancia, las ondas se comprimen, se aprecian mas agudas, y
en el sentido contrario, se dilatan, mas graves.

Este fenémeno se denomina efecto Doppler, y acabamos de ejemplificarlo
en una situaciéon en el que la fuente se desplaza y el receptor permanece
inmovil.

Aunque, no necesariamente la ambulancia es la que ha de moverse. Si
hubiese permanecido inmévil, y nosotros estuviesemos corriendo hacia esta,
también percibiriamos la diferencia de agudos y graves. Nosotros, como
receptores, al avanzar en direccién y sentido hacia la ambulancia, chocamos
mas a menudo contra los frentes de onda, al alejarnos, lo contrario. También
se daria si tanto la ambulancia, como nosotros, estuviésemos en movimiento.

Asi que, formalmente, el efecto Doppler es el «cambio en la frecuencia
de una onda como consecuencia del movimiento relativo entre emisor y
receptor.»[4].

Podemos describir matematicamente el fenémeno de la siguiente forma.

Definimos el periodo T de la onda producida por un emisor que se aleja (el
signo es positivo) o acerca (el signo es negativo) hacia un observador inmovil:

T=TyF 2"

Up
T} es el periodo de la onda cuando el emisor se encuentra inmovil, Az la
distancia que el emisor se ha desplazado en el tiempo Tj y v, es la velocidad
de propagacién de la onda. La relacién entre Az y v, es el tiempo que se
reduce para ir de cresta en cresta provocado por el movimiento del emisor.
Con Az = Vemisor Lo, €l periodo medido por un observador inmovil es:

T emisor T T emisor emisor
T =Ty g ~emisor o p o 20 T Y <:>T:To(1¢v—>

Up Up Up
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En términos de frecuencia, usando la relacién 1/f = T, obtengo:

l:l<1:|zvemisor> <:>f:f0 Up
f f 0 Up Up F Vemisor

Con lo que sabemos, vamos a construir la Ecuacion General del Efecto
Doppler. Solo tenemos que anadir el efecto del receptor. Mientras que la
fuente en movimiento altera la longitud de onda real de la onda, el receptor
en movimiento no cambia la onda, sino que altera la velocidad con la que se
encuentra con esos frentes de onda.

Esto queda reflejado matematicamente de la siguiente forma. Partimos
de que la frecuencia de toda onda viene dada por la siguiente relacién ma-
temédtica f' = v, /)\'. Fijdndonos en la expresiéon anterior, identificamos que
fo——2— es el inverso de longitud de la onda afectada por el movimiento.

UpFVemisor
Reescribiéndola, obtengo que \' = v”;vf% La velocidad de propagacién de
la onda v, serd aquella con la que nos encontramos los frentes de onda, entoces
vj’o = VUp & Vpeceptor- (Observa que antes hemos asumido que el observador o
receptor permanecia inmévil, es decir, Vyeceptor = 0.) Juntando las expresiones

obtenemos:
f - f (Up + Ureceptor)
— JO -
Up + Vemisor

Ahora, si asumimos que la velocidad del emisor es mucho menor que la
de la onda (Vemisor < p), definimos una relacién pequeila € = Vemisor/Vp = 0.
Aplicando la expansién de Taylor (1 4+ x)~! &~ 1 — z, la expresién general se
simplifica linealmente:

f _ fo (1 £+ Uemisor)
Up

Pero hemos contemplado solamente los casos en los que el emisor y el
receptor se encuentran en la misma direccién. Considerando el dngulo 6 que
forman el vector velocidad del emisor y la linea que une el emisor con el

observador:
Vemisor COS 9
f=t (1 T —)

Up

3.4. Polarizacion

Hasta ahora sabemos que, en las ondas transversales, el campo eléctrico,
magnético y su direccién de propagacion son perpendiculares entre si. Dentro
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de esta “limitacion impuesta” por la perpendicularidad, tenemos bastante
margen de estudio de fenémenos de interés. Resulta que el campo eléctrico
puede apuntar a cualquier direcciéon manteniendo la perpendicularidad res-
pecto a la propagacién de la onda, y también puede girar en espiral siguiendo
un patréon helicoidal.

A este fendmeno lo denominamos polarizacion de una onda electromagnéti-
ca (direccion y la helicidad de la oscilacién del campo eléctrico E).

Si partimos de una onda electromagnética no polarizada (aquella en el que
el campo eléctrico apunta, de forma aleatoria y rapida, a todas las direcciones
posibles del plano perpendicular a la direccién de propagacion), todo campo
eléctrico E propagado, a través del principio de superposicién, se puede
descomponer en dos componentes polarizados de iguales proporciones, uno
paralelo al eje de transmision y otro perpendicular.

3.4.1. Polarizacion lineal

Empezamos estudiando el tipo de polarizacién mas sencillo. Se dice que
una onda esta polarizada linealmente cuando el campo eléctrico E oscila a
lo largo de una linea recta fija en el plano perpendicular a la direccion de
propagacion.

Para una onda unitaria que se propaga en la direcciéon 4z, podemos definir
dos estados de polarizacion lineal:

E.(2) = amEowe’jkz < E,(t,2) = a,|Ey .| cos(wt — kz + ¢,)

E,(2) = a,Ey e " <= E,(t,2) = a,|Fy,,| cos(wt — kz + ¢,)

donde Ey, y Ey, son las amplitudes de ambos componentes, y a, y a,
los correspondientes vectores unitarios.

Con esta definicion hemos asumido que las ondas estan perfectamente
alineadas con nuestros ejes cartesianos, sin embargo, esto no necesariamente ha
de ser una norma. Las ondas pueden estar polarizadas linealmente formando
un angulo € respecto al eje horizontal:

E = (a, cos§ + a, sin §) Eye 7**
Ademas, mientras se cumpla el criterio de perpendicularidad entre dos
estados de polarizacién, podremos utilizarlos para describir cualquier otro

estado de polarizacion, ya que formaran lo que se llama base ortogonal.
Habitualmente, se suelen utilizar como base los estados E, y E,.
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Figura 3.1: Fuente: https://fisicotronica.com/
polarizacion-de-ondas-electromagneticas/

3.4.2. Polarizadores

Podemos controlar el estado de la polaridad de una onda a través de
una herramienta llamada polarizador, cuyo rol es permitir la transmision de
ondas polarizadas en una sola direccion. En la figura 3.1 podemos entender
este concepto de una forma muy visual. Dicho de otro modo, permite la
transmision de una componente polarizada y bloquea la perpendicular.

Observando la figura 3.1, apreciamos una onda no polarizada que atraviesa
un polarizador con un eje de transmisiéon paralelo a a, (es decir, que los
alambres son paralelos al eje horizontal).

Cuando la componente del campo eléctrico paralela a los alambres incide
sobre estos, provoca una interaccién en los electrones libres, dando lugar a
un campo que bloquea dicha componente. Por el contrario, la componen-
te perpendicular no genera la interaccion, atravesando el polarizador sin
alteraciones.

La onda resultante es una polarizada linealmente respecto al eje vertical y
presenta una amplitud menor, pues el campo eléctrico perpendicular al eje de
transmision fue bloqueado.

Recurso audiovisual

El siguiente video didéctico de la Universitat Politécnica de Valéncia
muestra ejemplos animados sobre el funcionamiento de un polarizador:
https://www.youtube.com/watch?v=rs9kV7CLcvk

Con esta idea intuitiva sobre el funcionamiento de un polarizador, consi-
deremos ahora que el eje de transmision del polarizador es paralelo a a,, para
poder simplificar y facilitar la tarea de visualizacion del siguiente concepto.

Nuevamente, hemos asumido que los polarizadores estan perfectamente


https://fisicotronica.com/polarizacion-de-ondas-electromagneticas/
https://fisicotronica.com/polarizacion-de-ondas-electromagneticas/
https://www.youtube.com/watch?v=rs9kV7CLcvk
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FIGURE 8.18 The x—y coordinate system " —a sing | ¥ y
rotated into the ¥—y coordinate system. In Y S Y
(a) the projection of unit vectors is shown; in

(b) the transformation of field components }
€t
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o
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Figura 3.2: Esta figura ha sido fotografiada de la obra de Elliot.

alineados con nuestros ejes verticales y horizontales. ;Qué sucede en los casos
en los que se encuentran rotados a un angulo 6 respecto a a,? Elliot lo explica
a la perfeccion:

« Proyectemos el estado de polarizacion de una onda incidente en los
ejes de un polarizador. Los llamaremos x’ e y’. La transformacion de las
coordenadas respecto los ejes x-y a los nuevos ejes -y’ se puede realizar con
una simple rotacion, de un dngulo 0, sobre el eje z. Con geometria simple,
tenemos a’, = a,cost + a,sinf y que a’y = —a,sind + a, cos0, tal y como
ilustra la figura 3.2(a). En las coordenadas primas, podemos expresar E,
como E'ya’, + E'ya’,, como ilustra la figura 3.2(b), donde E', = E, cosf
y E'y = —E;sinf. Dado que el polarizador solo transmite el componente
E'.a’,, la amplitud de la onda transmitida es reducida por un factor cos@.
Ademdas, el estado de polarizacion de la onda transmitida ha sido alterada. La
polarizacion es lineal, como antes, pero ahora estd alineada con el eje x’.»

3.4.3. Polarizacion circular

Con la polarizacién lineal hemos asumido que las componentes polarizadas
de una onda electromagnética estaban en fase (o con un desfase de 7 radianes).
Si se cumple que la amplitud de las componentes polarizadas son iguales y
el desfase que hay entre estas es /2 radianes, estaremos ante un caso de
polarizacion circular.

Vamos a definir los estados ortogonales que usaremos para describir las
polarizaciones circulares. Seguin el signo del desfase distinguimos dos estados,
a derechas (ag) o a izquierdas ay:

ar = (a, — ja,)

Sl
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b)

Plano de

it de i
Plano de observacion

observacion Plano de
observacion

/ [/ < ' e \ 4
et Polarizacion | Polarizacion
Lineal

Circular Derecha Circular Izquierda

Polarizacién

Figura 3.3: fuente: Estudio de la actividad éptica de sustancias organicas -
Scientific Figure on ResearchGate.[5]

1
ar = _(am +jay>
V2

El ntimero complejo j es el que anade el desfase de 7/2 radianes, siendo
+m/2 radianes +90° y —7 /2 radianes -90°.

Una onda electromagnética polarizada a derechas viene representada por
la expresiéon matematica:

~ . E
Eg = agFoe 7 «—= =2 [a, cos (wt — kz) + a, sin (wt — kz)]

V2

Una polarizada a izquierdas por:

5 . E
E; = ayEye 7" = 7% [a, cos (wt — kz) — a, sin (wt — kz)]
Dichas ondas quedan representadas en la figura 3.3.
Como Eg y E, forman una base ortogonal, podemos usarlos, de forma muy
similar a los vectores E, y E,. Por ejemplo, combinando Ex y E; podemos
representar una polarizacién lineal

3.4.4. Polarizacién eliptica

No podemos cerrar esta seccion sobre polarizacion sin dedicar un espacio a
este tipo de polarizacién. Cuando no se cumplen los criterios para producirse
una polarizacion lineal (desfase 0 o 7), polarizacion circular (desfase 7/2 y
amplitudes iguales), se da la polarizacién eliptica.

LQuitando las expresiones de campo, y queddndonos con nuestros vectores ar y ar, al
sumarlos: ag +ay = %(% —jay) + %(a$ + jay) = V/2a,. Observamos que el campo
resultante da lugar a una polarizacion lineal horizontal. Si anadimos un desfase de T,

podemos obtener también la polarizacion lineal vertical: ap —ay, = %(am —jay)— % (a, +
jay) = —jv2a,.
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3.5. Ondas planas en medios con pérdidas

Hasta ahora, nuestro estudio se ha limitado a comprender el comporta-
miento de las ondas planas en medios perfectos (lossless media, o = 0). Si bien
estos escenarios son fundamentales para establecer las bases del modelado ma-
tematico, representan idealizaciones que rara vez se encuentran en la practica.
En la realidad fisica, los medios materiales disipan parte de la energia de
la onda electromagnética en forma de calor. Por ello, ampliaremos nuestro
analisis fisico para comprender cémo funcionan las ondas en medios con
pérdidas. Empezaremos distinguiendo dos medios: dieléctricos con pérdidas y
muy buenos conductores no perfectos.

3.5.1. Densidad de potencia disipada
Materiales dieléctricos

Cuando propagamos una onda a través de un dieléctrico, sabemos que las
cargas dentro de este medio no son libres, estan fuertemente ligadas entre
si. Al aplicarse un campo eléctrico sobre estas, cada carga es desplazada en
respuesta a la accién del campo, pero sin perder los vinculos que los une con
otros. La primera respuesta de estas cargas es dar lugar a un campo que se
opone al aplicado, provocando un dipolo eléctrico oscilante (polarizacion).

Definimos la polarizacion de un material dieléctrico como los instantes en
los que surgen esos dipolos eléctricos:

1 nAv
P= lim —
Azlglo Av ; P

donde n se define como la densidad de dipolos en el medio dieléctrico,
nAwv como el nimero de dipolos en el volumen Av y py es el momento dipolar
eléctrico del k-ésimo dipolo. Reescribiendo la expresion de la polarizacion en
términos del momento dipolar molecular promedio, obtenemos:

P = n(p) = ng(r)

donde (r) indica la medida de desplazamiento de las cargas. Ahora, sa-
bemos que cuando un campo eléctrico varia respecto al tiempo, también lo
hace la polarizacién. En medios lineales e isotrépicos (la polarizacion P es
paralela al campo eléctrico E) y cuando el campo eléctrico es armonico, la
polarizacion es:

P<t) = EOXeEOQth
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Es decir, que cuando el campo eléctrico varia senoidalmente respecto al
tiempo t con una determinada frecuencia w, lo hace también la polarizacién
del medio con la misma frecuencia w. x. es la susceptibilidad del medio. Si la
oscilacion del campo eléctrico E y la de la polarizacién P estan en fase, y.
serd real, y por tanto, el trabajo neto sera 0. De la siguiente forma se ve con
mas facilidad.

Cuando aplicamos una fuerza F a un objeto con una velocidad vy, la ratio
a la que aumenta la energia aumenta en ese cuerpo viene dado por F - vy.
Podemos definir asi como la ratio de trabajo realizado por el sistema por
unidad de volumen Av como:

nAv
1
abs
P3(t) = Alg)mo Ay ,;1 F(t) - vi(t)

Muchas veces nos interesa saber mas el promedio de la densidad de potencia
absorbida que la densidad de potencia instantanea:

1 nAv
Pabs — 1{m —ZF'Vk

Como estamos trabajando con fuerzas eléctricas, F = ¢E, esta es igual
para todas las cargas contenidas en el volumen Awv, por tanto, podemos sacar
la fuerza de la sumatoria y reescribir la expresién como

P = nF - (v)

con (v) siendo la velocidad promedio de las cargas dentro del volumen
Awv:

Como la fuerza es armonica, la tnica velocidad (v) que contribuye al
promedio temporal es la componente arménica a la misma frecuencia que
el campo. La velocidad esta relacionada con la polarizacién inducida en el
medio:

1 dP
V)= ——
v nq dt
Sustituyendo la expresion de fuerza y velocidad en la ecuacion Pabs =
nF - (v) obtengo la potencia promedio absorbida en funcién de la polarizacién
P y el campo eléctrico E:
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— dP
Ppabs — B . —
v dt

Cuando la polarizacion P y E se encuentran en fase, x. es real y la
potencia promedio absorbida por el medio es:

— d
Pabs = Eq cos(wt) -

%(%foXeEo cos(wt)) = —eowxe|Eo|*cos(wt) sin(wt) = 0

El valor de cos(wt) sin(wt) es cero:

— cos(2wt) |
wr |,

cos(wt) sin(wt) = T* /0 cos(wt) sin(wt)dt = (27)~* /0 sin(2wt)dt =

Entonces,

- 0
Pabs = —80er‘E0’2Wt) =0

Llegamos a la misma conclusién que antes. Si el campo eléctrico E y la
polarizacion P estan en fase, el trabajo neto sera 0.

., Qué sucede cuando la polarizacién se encuentra desfasada del campo
eléctrico? En esencia, cuando calculamos el promedio E - (v) en un ciclo de
oscilacion, este serd positivo, es decir, que el campo eléctrico E esta realizando
trabajo sobre el medio.

Para reflejar el desfase entre la polarizacién y el campo eléctrico, haremos
que la susceptibilidad del medio y. pueda ser complejo:

Xe = Xe — JX¢
Cuando escribimos Yy, de esta manera,
P(t) = R [eo(x, — jx¢)Eoe’™'] = goEo [x; cos(wt) + X! sin(wt)]
La polarizacién sigue siendo senoidal, pero desfasado por una fase ¢ =

tan~'(x”/x.). La ratio promedio de trabajo realizado en un ciclo completo
por la polarizacion es:

— oP 0
Pabs = . — = E cos(wt) -

— (0B [ cos(wt) + X2 sin(wt))

=0
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0

- e ad
Pabs = gow|BEo|? —X;Wt) + Xccos?(wi)

Simplificando,

1
Pabs = §EOWX/6,|E0’2

Es decir, que la parte imaginaria de la susceptibilidad x” estd relacionado
con la absorcién de potencia del dieléctrico.

Ahora bien, si reescribimos estas expresiones en términos del campo de
desplazamiento D, que para un medio lineal, absorbente, dieléctrico es:

D=¢E+P

y cuando lo escribimos en notacion fasorial o dependiente del tiempo,
usamos la permitividad compleja:

D = gE +&o(x. + x)E = (¢ — j¢")E

donde &’ = gy(14x%) y €” = €ox/. La parte imaginaria de la permitividad es
lo que provoca el desfase del campo D respecto a E, provocando la atenuacion
de la amplitud de la onda que se propaga a través de este medio.

La expresion de la potencia absorbida por el medio en funcién del campo
de desplazamiento D queda como:

Pabs = E(t) - % [D(t) — eoE(t)]

Para campos armonicos, donde E(t) y 0E(t)/0t siempre presentan un
desfase de m/2, obtenemos que el valor promedio del producto es cero, obte-
niendo:

P = (1) 0

=E(t) - Ja(?)
Si escribimos E y Jy4(¢) en forma fasorial y simplificamos, obtenemos que:

- 1 ~
P,f‘bs = §W€N|E|2
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Materiales buenos conductores

Los portadores de cargas se encuentran libres y sin restricciones dentro
del conductor con una densidad de corriente J, es proporcional al campo
eléctrico E aplicado:

J, = oE

siendo o la conductividad del conductor.
Usando el modelo de Drude para electrones libres en un conductor, tenemos
que la densidad de corriente es:

J,(r) = p,v =qnv = —en,v

la igualdad final es especifica de los electrones e incluye la carga del
electrén y la densidad de electrones. En un conductor o plasma, los electrones
son portadores libres, y se pueden mover libremente bajo la influencia de un
campo eléctrico externo E. El movimiento de los electrones se caracterizan
por la siguiente expresion obtenida con la segunda ley de Newton:

dv
Mme—— = —eB —myv

dt

la parte de la izquierda contiene la masa del electron por la aceleracién de
estos, y la parte derecha contiene la fuerza eléctrica y la de amortiguacion,
siendo v la ratio de amortiguacion del electron debido a las colisiones con
la red atémica (metal) o el gas (plasma). Cuando el campo eléctrico oscila
senoidalmente a una frecuencia w, la velocidad promedio del electrén también
lo hace:

—€E0
me(jw + )
La densidad de corriente sera:
nee(y — jw
J, = —en,v = % 0
me (7% + w?)

La parte real de la expresion es la conductividad del conductor:

_ neely
- me(y? +w?)
Aplicando la ley de Ampere para una onda armonica en este medio

(VxH=IJ,+jwD), conD=cE;yJ, = %Eo, tengo que:
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- nee’(y — jw) nee’y -

VxH=j b | il t 55 | (E

- - { (51; me(7? + w?) ) g (gb " mew(y? + WQ)) } ’
donde g3 es la permitividad del material debido al vinculo de las cargas y

los iones positivos, asi que, la parte real de la permitividad efectiva ¢ es:

2

o Nee
=g — —
me(y? + w?)
y la parte imaginaria:
2
! 1 nee /y
=g+t ———5 5
mew (2 + w?)
. 2
Podemos reescribir —51—- como o /w.
et +a?)

Para semiconductores (conductividad modesta y ratio de amortiguacién
elevada), la permitividad efectiva es:

Ny
E=¢& —J—
w

Para materiales de baja densidad (baja ratio de amortiguacion), g, = &,
la parte real de la permitividad es:

2

, Nee
E XeEyg— 2
MeWw
. . . 2
valido para frecuencias w > ~. Usando la frecuencia de plasma w, = /2
p megg’

tengo que la permitividad es:

w2
e ~eg(l — w—g)

Cuando w es menor que la frecuencia de plasma, la parte real de la
permitividad es negativa, y la propagacion de ondas electromagnéticas es
inhibidas.

Para frecuencias muy por debajo de la frecuencia de plasma w,, la conduc-
tividad es real, y la velocidad promedio v de las cargas estda completamente en
fase con el campo eléctrico E(t), donde el campo eléctrico realiza un trabajo
positivo en las cargas en cada cuarto de un ciclo. La ratio promediada de
trabajo ejercidas en las cargas es:

Pabs = E(t) - J,(t) = (Eqg cos(wt)) - (0 Eq cos(wt))
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Esta expresién se simplificada y en expresién fasorial queda como:
1 .
P = SolBP
2

Expresion general valida para cualquier medio

. Para qué hemos necesitado tantas demostraciones? Primero decir que
la energia, y consecuentemente la amplitud de la onda, siempre disminuyen.
Y segundo, podemos unificar las expresiones de la potencia absorbida de los
materiales dieléctricos y buenos conductores en una general que contempla
ambas:

S T 1 5
Ppbs = SRE- (I +Jd)*] = 5(0 +we”)|E|?

El asterisco * representa el conjugado de la expresién compleja.
Las pérdidas de energia estan habitualmente caracterizadas por un parame-
tro llamado tangente de pérdidas. Para medios dieléctricos se define como:

!
tand = —
6/
y para buenos conductores como:
o
tang = —
we

3.5.2. Ecuacién de ondas en medios con pérdidas

Consideramos las ondas armoénicas tiempo-dependientes para el campo
eléctrico y magnético:

E(r,t) = E(r)e

H(r,t) = H(r)e*!

en un entorno lineal, isotrépico, y neutral (p, = 0). Escribiremos las
expresiones en forma fasorial de aqui en adelante, para simplificar la escritura.
Las pérdidas las asociaremos con una densidad de corriente J, = oE y
un campo de desplazamiento desfasado 0D /0t. Con estas condiciones, las
ecuaciones de Maxwell seran:

= Ley de Gauss: V- E(r) =0

= No hay cargas magnéticas: V - I:I(r) =0
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= Ley de Faraday: V x E(r) = —jwuH(r)
= Ley de Ampere: V x H(r) = 0E(r) + jwuE(r)

Con las ecuaciones de Maxwell saco las expresiones de onda que se propa-
gan a través este medio:

E(r) = Ege /%"

I:I(I‘> = ngijn.r

donde K representa el equivalente complejo del vector de onda k utili-
zado en medios sin pérdidas. Aunque seria posible mantener la notacién k,
adoptaremos k para distinguir explicitamente su naturaleza compleja.

o
= 1 —_— ‘_
K = W\/ElL I 2

Simplificaremos la expresion de k de la siguiente forma:

k=p8—ju
donde 8 = R [k] y « = =S [k], pudiendo reescribir la expresién de campo
eléctrico?, asumiendo que la onda se propaga en la direccién +z, como

E(2) = Eye %% = Eye e 157

Prestando atencién a 3, si consideramos una permitividad real (¢” =0) y
una conductividad nula (o = 0), recuperamos el término de fase k = w, /et
que hemos visto antes. 3 se define como la constante de fase, describiendo
las oscilaciones senoidales de la onda. Definimos asi la longitud de onda como

A=27/pB

Por otro lado, « representa las pérdidas de energia que provoca el medio
y se define como la ratio espacial a la que la amplitud de la onda decrece.
La amplitud decrece exponencialmente, y en una distancia Az = a7 !, la
amplitud se reduce 1/e. « recibe el nombre de constante de atenuacion.
Por conveniencia, se define la constante de propagacién ~:

Y=a+ B =gk

2Observa que & con negrita implica que » tiene versor.
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Tanto xk como 7 se utilizan, y deberemos usar la que mas nos convenga en
cada caso, pues la diferencia entre ambos consiste en un factor j.

Respecto a la impedancia intrinseca del medio, la definimos como

_E_w,u_ Wi u[ 1 }
"mH Tk B —ja e l1-jZ

(presta atencién porque E y H no son vectores, json las amplitudes!).
Aunque nos interesa volver a su definicion inicial

0= |nle’ =

ST

donde |n| se define como la ratio de las magnitudes |E|/|H],

Vi
[6’2 + (" + a/w)ﬂ

|77| = 1/4

y 6, como la diferencia de fase entre el campo eléctrico E y el magnético
H. Mientras que i sea real, 6, siempre serd menos la fase de &, es decir,
6, = —tan'(a/B).

Finalmente, la velocidad de fase la obtendremos de la expresién no fasorial
del campo eléctrico E(z,t) = R [Ege**e92ei%!] = Ege™** cos(wt — Bz).

Si tenemos que en t; z; esta en su maximo, y en ty 2o también, entonces

wt] — Bz = wity — By

es decir, que en tiempo At = ty — t1, para mantenernos en el mismo punto
o sitio en la onda, nos habremos desplazado una distancia Az = 2o — 2y,
pudiendo asi definir la velocidad de fase como:

_Az w

UP—E—ﬁ

Observamos que, a diferencia de los medios sin pérdidas, la velocidad de
fase no necesariamente coincidira con la de propagacion de la onda.
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3.5.3. Medios dieléctricos absorbentes (no conductores)

Salto de sub-apartado

Este apartado se centra exclusivamente en la obtencion de las expresio-
nes matematicas de 3, o, n y v, para la propagaciéon de ondas a través
de medios dieléctricos no conductores. Quedan reflejados en el cuadro
resumen 3.1.

3.5.4. Buen conductor

Salto de sub-apartado

Este apartado se centra exclusivamente en la obtencién de las expresio-
nes matemadticas de /3, ,n y v, para la propagacién de ondas a través
de medios buenos conductores. Quedan reflejados en el cuadro resumen
3.1.

3.5.5. Expresiones resumidas en una tabla

Cuadro 3.1: Resumen de expresiones para /3, «,n y v, para la propagacién de

ondas a través de diferentes medios. K = w\/Ey/1 — j= = — ja, |e| =

(6,)2 + (8”)2
Forma Dieléctricos no conductores Buenos
general General Poco absorbentes | conductores

(" < &)

Rl | wy/ S ovER[1+1 ()] | VAT

a | =Sk wg”\/m we JE NI

| 2 | Ve | VEIE] | VR
n

2 1 1 ()2 2w
Ve | A E)] \ i

3.6. Flujo de potencia. Vector de Poynting

Sabemos que las ondas transportan energia, pero, cuando afrontan un
medio con pérdidas, las amplitudes se ven atenuadas y... jla energia?
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Consideremos una regién del espacio simple (homogéneo e isotrépico)
en el que coexisten un campo eléctrico E(r,t) y magnético H(r,t) general,
permitiendo corrientes en el entorno. Definimos del mismo modo la permiti-
vidad e, permeabilidad p y la conductividad o sin establecer una expresién
matematica.

Para encontrar una relacién que describa el balance energético, analizamos
la divergencia del producto vectorial de los campos:

V- (ExH)

aplicando una identidad vectorial diferencial, tengo que V - (E x H) =
H - (VXE)—E-(VxH)yconla Ley de Faraday V x E = —0B/0t y la
Ley de Ampere V x H =J, + 0D/0t, obtengo que

v'<EXH):H'(_%_]?>_E'(Jv+%—]?>

En medios simples,

oD €0
5 (5 ) = 55 ®)

OB\ po
H'(E)‘?E(H'H)

Sustituyendo estos términos e integrando sobre la regién del espacio, tengo
que

/UV~(E><H)dv:—/U{g%(H-H)+E-JU+%%(E-E)}dv

y aplicando el teorema de la divergencia a la parte izquierda de la ecuacion,
reordenando términos y invirtiendo el orden de la integracion y el diferencial,
obtengo un resultado conocido como el Teorema de Poynting:

d € W
ExH ds=—— {— E-E)+SH -H }d —/E~Jv
I -~ [ (5B S mla-

La primera parte de la expresiéon —% [ {<(E-E) + 4(H-H)} dv calcula
la energia total almacenada en el campo eléctrico y magnético, mientras que
la segunda parte fv E - J, nos da la densidad de potencia disipada, es decir,
la tasa en la que los campos realizan trabajo en la region.
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Con la informaciéon de la parte derecha del teorema, puedo averiguar la
superficie sobre la que se integra E x H. La energia que transportan los campos
va disminuyendo, una forma seria a raiz de la interaccion con las cargas que
hay en el volumen (J, - E) y la otra debido a que las ondas electromagnéticas
transportan energia fuera de la regién, y esta tltima, es la interpretacion
correcta de esa disminucion.

A la cantidad E x H se le conoce como el vector de Poynting

P(t,r) = E(t,r) x H(t, 1)

La integral de P(¢,r) nos da la ratio total de energia que abandona la
region, asi que P es interpretada como el flujo de potencia por unidad de
area sobre la superficie. Al vector de Poynting se le suele llamar densidad de
potencia de una onda o intensidad de la onda en dptica.

3.6.1. Densidad de potencia promediada en el tiempo

La expresion anterior nos determina el vector de Poynting instantaneo, y en
diversas ocasiones, nos interesara mas saber el promedio temporal del vector
de Poynting como pardmetro para caracterizar las ondas electromagnéticas.

Para obtener la densidad de potencia promedio, tendremos que promediar
la expresion del vector de Poynting instantdneo sobre un ciclo de oscilacion

P = %/OTP(t,r)dt _ %/OTE(t,r) < H(1,r)dt

con T = 27 /w siendo el periodo del campo.

Caso particular de las ondas armonicas

Para simplificar la notacién, consideramos una onda que se propaga en la
direccién z. El campo eléctrico se definird como E(t,r) = Eqe™** cos(wt — 52)
y el campo magnético como H(t,r) = Hpe™** cos(wt — Sz — 6,)), siendo 6, la
diferencia de fase entre ambos campos. Entonces, la expresion anterior queda
reescrita como

T
P(r) = Ey x Hoe_mz% / cos(wt — fz) cos(wt — B — 6,)dt
0

Simplificando tengo que

1
P(r) = §EO x Hoe >** cos(0,)
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La exponencial alberga la ratio con la que se atenua la densidad de potencia
de la onda. La aparicion del 2 en el exponente se debe a que la potencia es
proporcional al cuadrado de la amplitud del campo, entonces, como en el
vector de Poynting E x H estamos multiplicando dos términos que decaen

Potencia o (e7%%) - (%) = e 2**

La potencia decae dos veces mas rapido que la amplitud del campo.
De forma fasorial, la expresién resulta como:

— 1 - ~
La magnitud de la densidad de potencia la puedo escribir de forma
compacta
B[

_ 1 -~ -
P =_—E x H| = — cos(#

Obteniendo para medios sin pérdidas, donde 7 es real, la siguiente expresién

_ Eg
P=a

3.6.2. Teorema de Poynting para ondas armodnicas

Dado que trabajamos con ondas armoénicas, derivamos el Teorema de
Poynting de alguna forma que fuese valido para campos armoénicos para
medios lineales, homogéneos y absorbentes.

Para ello, comenzaremos considerando la divergencia del vector de Poyn-
ting:

v [E(r) x ﬁ*(r)] — () - [V x E(r)] - E(r) - [V x H*(r)]

Con la Ley de Faraday (V x E(r) = —jwuH(r)) y la Ley de Ampére
(V x H*(r) = J} — jwe*E*(r)) tengo que

Vo [Br) x B ()] = —jopl P - B(r) - 3(x) + jwe'[B(r)

En cualquier volumen donde estas expresiones sean finitos, integrando
sobre el volumen en ambos lados, dividiendo entre dos y aplicando el Teorema
de la Dwergencia, tengo que:
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(wedio 1) \:I:_\'__\/[mdo. inudente
»l( N E
o=k
£ fe onda, r(’,?\ s
— U
~

\ onde ém;mil';clm

(medio 2|

Figura 3.4: Incidencia Normal de una onda - Elaboracién propia

§Pds =L [ [RGF — wifwF]do 5 [ B T

P se define como la ratio promediado a la cual la ondas sacan energia del
volumen, y de la parte derecha del teorema, la parte imaginaria resulta como
la energia almacenada y la parte real, como la potencia disipada.

3.7. Reflexion de ondas planas

Hemos estudiado hasta ahora el comportamiento de una onda a través de
un solo medio, pero, ;qué sucede cuando este llega al final de este? Sabemos
que, cuando la onda llega e incide sobre la superficie de separacién entre el
primer medio y el segundo, una parte de la onda se transmite y la otra se
refleja.

3.7.1. Incidencia normal

Empezamos con el tipo de incidencia més sencillo, pues la direccién de
propagacién de la onda es perpendicular a la frontera de los medios. Dicho de
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otro modo, el campo eléctrico y magnético son perpendiculares entre si, pero
al mismo tiempo, paralelos al plano frontera entre los medios. Partiendo de
la figura 3.4 describiremos este fenémeno.

La onda se propaga en direccion +z. Por la regla de la mano derecha, sé
que el campo eléctrico de la onda se encuentra en la direccién +y y el campo
magnético en la direcciéon —x. Las expresion del campo eléctrico de la onda
incidente E; es

Ez(z) = ayEie_jﬂlz

y el campo magnético H; es

H;(z) = —axﬁe’jﬁlz
m

Para simplificar las expresiones, vamos a asumir que el medio 1 es sin
pérdidas, por tanto, k; = a,3;. 1, se define como la impedancia intrinseca del
medio 1.

Cuando la onda choca con la frontera de los medios, una parte se transmite
en la misma direccién y sentido de la incidente, y la otra se refleja en la
misma direccién pero en sentido opuesto. Podemos usar distintas notaciones,
siempre que se cumplan las descripciones. Como estamos trabajando sobre la
obra de Elliot, diré que el campo eléctrico E; de la onda transmitida es

Et<Z) = ayEte_ijZ

y el campo magnético H; es

- E .
H,(z) = —a,—e Ik
T2
donde 7, se define como la impedancia intrinseca del medio 2.
Finalmente, el campo eléctrico E,. de la onda reflejada es:

E,(2) = a,E,e"*
y el campo magnético H, es
E )
Hr(z) = aac_re_Jﬁlz
Uil
Definidas las ecuaciones de onda, relacionemos las amplitudes de estas.

Aplicando las condiciones de contorno en la frontera de ambos medios, se
tiene que cumplir que

E +E,=E,
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para el campo eléctrico, y para el campo magnético:

Ei  E, _E

T Ui 2
Presta atencién al signo negativo, pues le hemos dado la vuelta al campo
magnético reflejado.
Definimos ahora el coeficiente de reflexion, es la relacion entre la
amplitud de la onda reflejada y la incidente,

y el coeficiente de transmision, entre la amplitud de la onda transmitida

y la incidente,

E;
Despejando E,. y E; en las expresiones del coeficiente, y sustituyéndolas
en el criterio que relaciona las amplitudes de los campos eléctricos, obtengo:

T

y en la de los campos magnéticos:

E; TE; E; E; E;

— - = <:>—(1—F):T—<:>1—F:T@

m m N2 m T2 Upi
Igualando 7 obtengo la siguiente definicion del coeficiente de reflexién en

funcion de las impendancias intrinsecas del medio.

(1—F)@:r:1+1“<:>@—F@:1+F<:>@—1:F+F@<:>

T m m m m

- Ty +T —
o _CMTIR oy =T 4 ) = 2
M m M2+

=TI

Igualando I' obtengo la siguiente definicion del coeficiente de transmision
en funcién de las impedancias intrinsecas del medio.

2
1—TE—F—T—1<:>1+1—T+7’m<:>2_7'<—772+771><(:)> 2 =T
Up 72 72 N2 + T

Vamos a abordar la energia de la onda. La densidad de potencia de la
onda incidente viene descrita por la siguiente expresion matematica:
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|Ei?
2m

La suma de la densidad de potencia de la onda reflejada y transmitida
nos dara la densidad de la onda incidente. Para ello, partiendo de

Pl =

B> | B
+
27’]2 27’]1

y despejando E; v E,. en las definiciones de los coeficientes de transmisién
y reflexion respectivamente y sustituyendo en estas 7 y I' con las definiciones
en funcién de las impedancias intrinsecas de los medios, y sustituyendo y
simplificando en la expresion anterior, obtengo que

[P +1P:] =

‘Pt|+|7pr|

_|EP
2m

Hasta ahora hemos entendido el comportamiento de la incidencia de
una onda en los puntos de interferencia de dos medios dieléctricos. ; Como
funcionara la incidencia cuando pasamos de un entorno dieléctrico sin pérdidas
a un conductor perfecto?

A medida que la conductividad del medio sobre el que incide la onda
aumenta, o la frecuencia de la onda disminuye, podemos encontrarnos con
situaciones en el que el coeficiente de reflexion I' &~ —1. En los medios
conductores han de cumplirse dos requisitos para cumplir con las leyes de la
fisica:

= Los campos eléctricos en un conductor perfecto ha de ser nulo.

= Los campos eléctricos tangenciales han de ser continuos en la superficie
de separacion.

Con esos criterios en mente, la iinica manera en la que puede cumplirse
que los campos eléctricos tangenciales sean nulos es si la magnitud de la onda
incidente y la reflejada es la misma, pero con un desfase de 7 radianes tal
que se cancelen uno con el otro, creando un campo eléctrico tangencial nulo.
De hecho, es lo que I' = —1 significa.

No solo eso, por la relacion de 1 + 1" = 7, con I' = —1 obtengo que
7 =0, lo que significa que, en un conductor perfecto, la amplitud de la onda
transmitida es cero.

En esta situacion, la amplitud del campo magnético de la onda reflejada
es —[' = +1, por tanto,

2 | —m\? 1 — E;|?
( 712 > S (772 771) ~ | = PP = |Ei _
N+mn/) N m+m/) m 2m

Pl
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I:Ir(z) = (—F)ax&e_jﬁlz = ax&

m m
Para que las leyes de la fisica no sean violadas, considerando que la
profundidad de penetraciéon o = 0 y la conductividad es infinita ¢ = oo en
los conductores perfectos, la densidad de corriente superficial en la superficie

de separacion de ambos medios es

e—jﬁlz

m

En el caso de los buenos conductores, la corriente es distribuida a lo
largo de un volumen determinado por la profundidad de penetracién 4. El
campo eléctrico propagado en el conductor, la onda transmitida, se atenua
rapidamente

J, = |P~Ii+ﬂr|ay: a,

Et(z) = ayE’te_o‘Qze_jBQZ

donde ay = By = /7 fuo. La densidad de corriente volimica determinado
por el campo eléctrico de la onda transmitida tendra que ser:

J,(2) = 0E,(2) = oa,Ee 022 e P2

La corriente que encontramos en la superficie en los buenos conductores
vendra determinado por la siguiente expresién matematica:

= . O'Et
Jm:/ Jy(2)dz = ay————
t 0 (=) Yoy + j B

Aunque, con ay = s = \/muo /2y ne = \Jwp/(2w)(1 + j), la expresién
se simplifica en:

. 0 _ B
Jint = / J,(2)dz = ay—t
0

Si limitamos ahora el valor de la densidad de corriente superficial integrada,
con E; = T7E; obtenemos 7 = 2ny/(n1 + 12), su valor se acerca a un valor
finito:

2F;
m + 72
Como 1, < 11, v o un valor muy grande no infinito, tenemos que:

Jint =y

2F;
m

Jint [ y
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Toda esta demostracién la hemos realizado para determinar que, en buenos
conductores, podremos trabajar directamente con el concepto de densidad de
corriente superficial, sin perder de vista que, una descripcién mas precisa de
la densidad de corriente es més complicada.

Finalmente, sabemos que la onda transmitida es absorbida completamente
por el conductor siempre que el ancho del conductor sea unas cuantas veces
mayor que la profundidad de penetraciéon § = 1/a = 1//7 fuo. La potencia
que absorbe el conductor viene descrita por la siguiente expresion matematica:?

—_ 1 1
Psabs = 5%{|J5|QZS} = E‘JSPRS

donde Zg se define como la impedancia de la superficie

E
Zs=—t=Rg+jXs
Js

y Rg como la resistencia superficial

Re = (/T _ e
o 20

3.7.2. Incidencia oblicua

No siempre nuestras ondas van a incidir formando un dngulo de 90° con
las fronteras de los medios. Cuando estas inciden con un angulo distinto,
la direccién de la onda reflejada y transmitida se alteran, influenciando la
amplitud y polarizacién de las ondas.

Distinguimos dos casos de incidencia oblicua para ondas electromagnéticas:

» Transverse Electric (s-polarized wave), el campo eléctrico es com-
pletamente tangencial a la superficie y el campo magnético tiene un
componente tangencial y un componente en la direccion z.

» Transverse Magnetic (p-polarized wave), en esencia, lo opuesto,
campo magnético tangencial a la superficie y el campo eléctrico con
componente tangencial y un componente en la direcciéon de propagacion.

TE

Vamos a empezar describiendo las ondas TE. El campo eléctrico de la
figura 3.5 es:

3Incluyo la expresién de la impedancia de la superficie para presentarla, aunque la
expresion final que usaremos es P = 1|Js|*Rg
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Figura 3.5: Incidencia oblicua de una TE - Elaboracion propia

- ‘kil‘
Ez’ = ayEie J
El campo magnético H; es:

H; = ——(a, cosf; + a, sin f;)e /%"
T

y el vector de propagacién es:

k; = k;(a, cosb; — a, sinb;)

donde k; = wy/g1p1. El angulo 6; recibe el nombre de dangulo de inci-
dencia y es el angulo entre el vector de propagacion k; y la normal de la
superficie de separacion?.

Las expresiones de las ondas propagadas son las siguientes para el campo
eléctrico, magnético y vector de propagacion respectivamente:

Et = ayEte_]ktr

i E, .
Ht = ——(ax COS Qt —+ a, sin et)e_jktr

T2

4En incidencia normal, el 4ngulo de incidencia 6; era 0
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k; = ky(a, cos b, — a, sinb;)

donde k; = wy/Eaft2 y B definida como el d&ngulo de refraccién (dngulo
entre el vector k;) y la normal de la superficie de separacion.

Si la onda se propaga de un medio con £; a otro con €9, cumpliéndose que
€1 < €9, el dngulo 6; se aproxima hacia la normal. En caso contrario, se aleja
de esta.

Las ecuaciones de onda para la reflejada corresponden a la siguiente:

—jkyr
E, =a,E,e 7™

. E, ‘ B
H, = —(a,cosf, —a,sinf,)e %"
T

k, = —k,(a, cosb; + a, sinb;)

cumpliéndose que K, = wy/e11 = k; y siendo 6, definida como angulo
de reflexion.

Aplicando las condiciones de contorno en la superficie de separacién (z = 0)
obtenemos que:

Eiejni sin 0;x + ETejn,« sin 0,z — Ete]nt sin Oy x

vemos que se tiene que cumplir que k; sin8; = k, sin 6, = k; sin §; para que
simplificando obtengamos la relacion de amplitudes para los campos eléctricos
que vimos anteriormente.

Ahora, centrandonos en la igualdad x;sinf; = k., sinf, y sabiendo que
K; = Ky, obtengo que sin #; = sin6,., es decir que, ¢; = 6,.. Obtengo asi la Ley
de Reflexidn:

0, =90,

Sabemos que de la igualdad k;sinf; = k;siné,, k; # Kk;, porque estas
dependen de las propiedades de los medios. A raiz de esa igualdad, obtengo
lo que se llama la Ley de Snell de la refraccion:

Kk;sin@; = k;sin 0,
Dividiendo la expresion de igualdad de las amplitudes de los campos

eléctricos entre E; y usando I' = E,./E; y 7 = E;/E;, tengo que:

1+T'=r71
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Aplicando las condiciones de contorno para los campos magnéticos, obtengo
que (ver anotacién °):

— cos 0; + — cos b, = —— cos 0,
m m 2

Dividiendo esta expresién entre E;/m; obtengo que:

| m/cost
12/ cos b,

_ 7_171 cos 0;

en funcion de 7,
12 cos Ot

Despejando las expresiones 1 +I'=7y 1 —-T
obtengo que:

_ masecty — nysect;

" mysecl;, + i sech;

. _ . 12 sec Oy —nq sec 0;
Despejando I" en 1 4+ I' = 7 obtengo 7 =1 + 1 sec B T sech;

Estas expresiones se pueden simplificar usando un concepto llamado
impedancia de una onda. Para las ondas TE se define como:
E
Zrpi = —— = n; sect;
TEi Hz j m 7

)

E
ZTE,t = i7; - 12 sec 0y
t,x

y la expresion de I' quedaria como:

_ ZrEt — ZTE,
Zret+ ZrEi

. Cuando alcanza |[I'| = 17 Se cumple que si g5 > &1, |I'| = 1 cuando
0; = 90°. Pero cuando e5 < £1, [I'| = 1 para cualquier dngulo mayor que el
angulo critico 6., cuyo valor es:

0, = sin~* £
€1
Cuando 6#; = 6. se da lugar a un fenémeno llamado reflexion interna total,
en el que 6; forma un dngulo de 90° con la normal, y se propaga justo en la
superficie de separacion de ambos medios. Si §; > 6., se produce una reflexion
total de la onda.
Aun asi, eso no significa que no habra ningtin campo en el segundo medio.

Ciertamente, no habra una onda propagandose, pero si un campo eléctrico

5. — _Es S - _E
Hz,ac - m Hr;x— m Ht,w - M2
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Figura 3.6: Incidencia oblicua de una TM - Elaboracién propia

tangencial en el segundo medio. Este campo eléctrico viene descrito por la
siguiente expresion:

Et = ayEte_]kt’mxe_az

donde o = 4 //@?7x — w?es15. Sabiendo que 6; = 90°, se verifica que

k;sinf; = ky = wy/e 1 sin b;

entonces o = wy/e1 11 sin? 0; — eofis.

Como la funcién muestra una modulaciéon senoidal en x y una caida
exponencial en z, esta onda recibird el nombre de onda evanescente y
solo existe a corta distancia de la superficie de separacién (a~!). El valor
minimo de « es 0, y solo se dard cuando 6; = 6.. El méaximo valor de « es
wy/E1l1 — Eap2, que se produce cuando §; se aproxima a los 90° respecto a la
normal.

™™

El segundo caso de incidencia oblicua son las ondas TM, son aquellas
cuyo campo magnético es tangencial a la superficie de separaciéon. El campo
eléctrico viene definido por la siguiente expresion matematica:
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E, = E;(a, cosf; + a, sin 0;)e Ik
y la del campo magnético tangencial es:

~ Ei
Hi = —QaQ,—=¢
m

El vector de propagacién de la onda incidente es:

—jkiI‘

k; = ki(—a,sin6; + a, cosb;)
siendo k; = w./e111, igual que para las ondas TE.
El campo eléctrico de la onda transmitida es:

E, = Ei(a,cosf, + a, sin 0,)e kT
el campo magnético:
~ E )
H, = —a,—e ke

2

y el vector de propagacion:

k, = ki(—aysind, + a, cosb,)

siendo Ky = w/Eafls.
Finalmente, el campo eléctrico de la onda reflejada es:

E, = E.(a,cosf, — a,sin 0,)e kT

el campo magnético:

con un vector de propagacion:

k, = —k,.(a,sinb; + a, cos ;)

donde k, = k;.
Siguiendo las mismas leyes de reflexién y refracciéon de las ondas TE,
determino que el coeficiente de reflexion I' es:

Mo cos by —ny cos b

B 1o cos 0y + ny cos 0;
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El coeficiente de refraccion puedo sacarlo con facilidad usando la siguiente

relacion 1 + T = 780t o1 " = 710,
cos 6; 2

Relaciono ideas

Cuando #; = 0, la expresién de I' para TM coincide con la de la
incidencia normal.

El comportamiento de las TM cuando €5 < €1 es la misma que en las
ondas TE, dandose también los angulos criticos y la constante de decaimiento
Q.

Al igual que en TE, vamos a simplificar la expresion de I' usando las
impedancias de onda. Defino para la onda incidente:

ZTM,i = ]_}y = 1)1 cos 0;
(2
y para la transmitida:
E
ZTM,t = # = 12 cos 0y
t

Simplificando la expresion de I' como:

r— Zrms — LT
Zrmg + Lo

Finalmente, introducimos un concepto que solamente podemos encontrar
en las ondas TM, el angulo de Brewster 6p, el angulo que hace que I' =0
y cambie de signo. Este angulo lo podemos obtener usando la siguiente
expresion:

03 = tan_l \/ 62/61

valido para medios no magnéticos.
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{Por qué no encontramos angulos de Brewster en TE?

En esencia, para que la reflexién sea nula, el numerador de la expre-
sz _ masecbi—nysech; . o

sién I' = e T secl. ei.ha de ser c.ero Mo sec_Qt m sec.ﬁz =0 <:>
19 sec 0y = ny sec 6;. Sustituyendo las impedancias y asumiendo medios

no magnéticos obtengo que +/pg/e3cosl; = \/ /€1 cos ;. Simplifi-
cando la expresiéon y elevando al cuadrado para simplificar el algebra
tengo que €; cos? 0; = €5 cos? §,. Ahora, la ley de Snell ha de verificarse
VE1Hosin 0; = | /Eafig sin 6;. Ahora, si igualamos las ecuaciones obtengo
que g1(cos? 0; + sin? ;) = e5(cos? 0; + sin® ;). Sustituyendo las iden-
tidades trigonométricas obtengo que €; = €5, dicho de otro modo, el
primer medio y el segundo ha de ser el mismo. Més simplificado, no
hay cambio de medio, por tanto, no hay fenémenos de incidencia.

3.8. Ondas estacionarias

Cuando una onda incide sobre una superficie, parte de la onda es parcial
o completamente reflejada. El campo total presente en el lado incidente sera
la superposicion de ambas ondas, dando lugar a una onda estacionaria. En
este apartado nos centraremos en el estudio de sus propiedades cuando la
onda incidente incide normalmente sobre la superficie (6; = 0).

Comencemos definiendo las ecuaciones de onda en funcion del espacio y
tiempo. Para el campo eléctrico que incide definiré:

E;(z,t) = a,R [Eie_jﬁlzejwq
y para la reflejada:
E, (z,t) = a,R [E,e™12el!]

Sabemos que el campo total presente en el primer medio sera la suma de
ambas:

E, =E;(z,t) + E.(z,t) = a,R [Eie_jﬁlzej‘”t + Ere+jﬁlzejm]
Factorizando y usando la relacién FE, = I'E; obtengo:
Ei(z,t) = a,R [E;(e 7% 4 Tet712)el+!]

Para obtener la amplitud del campo eléctrico resultante a lo largo de
cualquier punto de z nos lo dara la siguiente expresién:
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El (Z) = Ez (eijﬁlz -+ F@Jrjﬁlz)

en esencia, hemos quitado la dependencia temporal para quedarnos solo
con la dependencia respecto a z. La funcién resultante es una periodica, y
tiene maximos y minimos. Sus maximos se encuentran en los puntos en los
que la onda incidente y reflejada coinciden en fase, llegando la amplitud a
ser E;(1 + |I'). Los minimos se encontraran justo cuando ambas ondas se
encuentren en un desfase de 7 radianes, y tendrdan una amplitud E;(1 — |T]).

Si representasemos graficamente Fj(z), veriamos un patrén ondulado o
rizado”. Para cuantificar la magnitud de este rizado, definimos el concepto
de Standing Wave Ratio o SWR como la relacién entre el valor maximo y
minimo que toma la onda, es decir, un niimero que nos dice cuanto sube y
baja la onda:

B (Dmael _ BT _ 14T
Byl B(1[T) T[T

S

El valor minimo que puede tomar la SWR es 1 y el maximo oco. Los
maximos se encuentran a multiplos de A\/2 y los minimos a A\/4 de cada
mMaximo.

Interpretar SWR

Cuando el valor es minimo, significa que la onda incidente no es
reflejada, y cuando es méaximo, la onda es reflejada en su totalidad.

Consideremos el caso en que |I'y| = |I's|, pero siendo I'y < 0. El patrén de
onda estacionaria resultante para I'y estara invertido espacialmente respecto al
de I'y (los médximos de uno coinciden con los minimos del otro). Sin embargo, es
posible hacer coincidir ambos patrones aplicando un desplazamiento espacial
de \/4.

Hemos visto lo que sucede con los campos eléctricos. Veamos ahora los
magnéticos. Definamos las expresiones de campo magnético en funcién del
espacio y tiempo para la onda incidente y reflejada:

H;(z,t) = —a,R [—e‘”ﬂlzewt]
Ui

H,(z,t) = a,R [F—Zeﬂﬁlzewt]
m

La expresion de campo magnético total para el medio 1 es:
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Hi(z2,t) = —a,R | — (e 7% — [etihz)eiwt
m
Esta expresion difiere de la expresion del campo eléctrico Fy(z,t) en los
siguientes tres aspectos:

» El campo magnético tiene direccién x, perpendicular a la direccién de
E.

» La amplitud de cada onda es E/n;.

= La onda incidente y reflejada se restan en las ondas magnéticas y se
suman en las ondas eléctricas.

Cémo I nos da la ratio de E,/E; para las amplitudes del campo eléctrico
y —H,./H; para los del campo magnético, la diferencia de signo esencialmente
indica que, cuando H;(z) tenga un minimo, el campo eléctrico es méximo, y
viceversa.

Veamos un caso particular. Cuando estamos en casos de reflexion de
ondas provocadas porque el segundo medio es un conductor perfecto, es decir,
[' = —1, obtenemos las siguientes expresiones de campo:

E(z,t) = a,2E; sin (f;2) sin (wt)

E:
H(z,t) = —a,2— cos (f,2) cos (wt)
m

y observamos los siguientes fenémenos:

» El campo eléctrico tiene un nodo (punto de amplitud minima) y el
magnético un vientre (punto de amplitud méxima) en la superficie de
separacion.

= El maximo del campo eléctrico coincide con el minimo del magnético.

= La SWR de este patrén es infinito.

Finalmente, definimos la expresion de la densidad de potencia de una
onda estacionaria como:
_ B2
P:az’ | (1—1TP)
2m
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