Capitulo 2

Ecuaciones de Maxwell

Este capitulo se basa en la estructura y el rigor de la obra ”FElectromagnetic Fields
for Engineers” de Daniel S. Elliot [1]. Se recomienda la consulta de la obra original
para un estudio exhaustivo.

Tenemos que tener en cuenta que, sin James Clerk Maxwell, las Tele-
comunicaciones no serian lo que son hoy en dia. Nacido en Edimburgo en
1831, este matematico y cientifico britdnico hizo su mayor contribucién con
las denominadas Ecuaciones de Maxwell.

Maxwell logré algo histérico. Al introducir los conceptos de campo y
corriente de desplazamiento, logré unificar la electricidad y el magnetismo
en un solo concepto, el campo electromagnético.

Este conjunto de ecuaciones, que retine las formulaciones de Charles-
Augustin de Coulomb, Carl Friederich Gauss, André-Marie Ampere y Mi-
chael Faraday, entre otros, permite estudiar con precision todos los fenéme-
nos electromagnéticos, desde motores eléctricos y lentes hasta comunicaciones
inaldmbricas. [2]

2.1. Densidad de corriente de desplazamiento

Hasta ahora, las leyes estudiadas describen con precision el comporta-
miento de los campos eléctricos y magnéticos. Sin embargo, se produce una
inconsistencia en un detalle muy especifico.

Las ecuaciones de Maxwell retinen la Ley de Gauss (para campos eléctri-
cos y magnéticos), la Ley de Faraday y la Ley de Ampere. Fue precisamente
en la ultima, la Ley de Ampere. En la ultima, Maxwell observé una discre-
pancia que desafiaba el principio de conservacién de la carga. En breves nos
centraremos en ello.
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2.1.1. Las ecuaciones de Maxwell hasta ahora

Pero antes, vamos a listar como serian las ecuaciones de Maxwell sin las
modificaciones realizadas por el autor:

Sobre la notacién

Para evitar confusiones, en este apartado utilizaremos:

» El campo de desplazamiento eléctrico (D) en lugar del cam-
po eléctrico (F) para incluir directamente los efectos de la pola-
rizacién en materiales. (D = ¢ F + P, siendo P la densidad de
polarizacién). [3].

» La intensidad del campo magnético (H) en lugar de la
densidad de flujo magnético (B) para la Ley de Ampere. For-
malmente, B es la induccién magnética y H es la intensidad.

(H = ﬁB + M, siendo M el vector de magnetizacién). [4]

= Ley de Gauss V - D = p, o en su forma integral fs Dds = Q ——
El flujo del campo de desplazamiento eléctrico a través de una super-
ficie cerrada es proporcional a la carga libre total (()) contenida en su

interior. (¢, D -ds = Q).

» Ley de Gauss para el magnetismo V-B = 0 o en su forma integral
fsB -ds = 0 —— No existen «monopolos magnéticos». El flujo del
campo magnético a través de cualquier superficie cerrada es siempre
cero.

» Ley de Faraday V x E = —28 ¢ en su forma integral 560 Edl =
—% fs B-ds Un campo magnético que varia con el tiempo induce
un campo eléctrico.

» Ley de Ampere V xH = J, o en su forma integral fc H-dt=1—-
La circulacién de la intensidad del campo magnético en un contorno
cerrado es proporcional a la densidad de corriente eléctrica real (.J,)
que lo atraviesa. (¢, H-dl =1I).

Finalmente, la ecuaciéon de continuidad V - J, + % = 0 especifica la
conservacion de las cargas.
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2.1.2. Problemas con la Ley de Ampere

Maxwell observé que la Ley de Ampere solo se confirmaba en los casos en
los que el campo magnético es constante o el flujo de corriente estacionario.

Para solventarlo, Maxwell introdujo el concepto de corriente de desplaza-
miento para justificar que los campos magnéticos no solo surgen en régimen
de flujo de corriente estacionario, sino también cuando el campo eléctrico
varia con el tiempo, aun en la ausencia de corrientes eléctricas convenciona-
les.

De esta forma, la ley de Ampere V x H = J,, se reescribiria como:

oD
H=J,+—
V x +dt

Nota aclaratoria sobre «corrientes eléctricas convencionales»

«La corriente eléctrica es el flujo de carga eléctrica que recorre un
material. También se puede definir como un flujo de particulas carga-
das, como electrones o tones, que se mueven a través de un conductor
eléctrico o un espacio.» [5]

Nota aclaratoria sobre el «flujo de corriente de desplazamien-

to»

«Una corriente de desplazamiento es una cantidad que estd relacionada
con un campo eléctrico que varia en el tiempo. Esto puede ocurrir en
el vacio o en un dieléctrico donde existe el campo eléctrico.» [6]

La expresiéon diferencial de la Ley de Ampere-Maxwell, con la ayuda de
la Ley de Stokes, se reescribird de la siguiente forma integral:

oD
jinl—I—l—/SEds

2.1.3. Las ecuaciones de Maxwell en su forma completa

Finalmente, nuestras ecuaciones de Maxwell quedan reescritas como:

Habiendo corregido la ley de Ampere con la aportacién de Maxwell, ahora
tenemos que ver como afecta este cambio en los campos que hemos estudiado
hasta la fecha.

El cambio de Maxwell aporta la posibilidad de que los campos eléctricos
puedan variar con el tiempo.
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Cuadro 2.1: Ecuaciones de Maxwell en su completas

LEY FORMA DIFERENCIAL | FORMA INTEGRAL

Ley de Gauss V-D = p, $.D-ds=Q

No hay cargas magnéticas V-B=0 fs B-ds=0
Ley de Faraday VXEZ—%@D fCE-dl=I+fs‘??—]‘;-ds
Ley de Ampere-Maxwell VxH=Jy+%2 $oH-dl=1+ ] 2 ds

2.2. Funciones potenciales para campos va-
riables en el tiempo

Recordemos que, en los regimenes estaticos, definfamos los campos a
través de dos potenciales: el campo eléctrico mediante su potencial esca-
lar, E = —VV, y el campo magnético mediante su potencial vectorial,
B=V xA.

La existencia de A se justifica porque la Ley de Gauss para el magnetismo
(V-B = 0) es siempre vélida, permitiendo la relacién intrinseca B = V x A.

Sin embargo, las cosas cambian para el potencial eléctrico cuando estamos
hablando de campos variables en el tiempo.

Segtn la ley de Faraday, los campos eléctricos ya no son irrotacionales:

0B

E=_2-
V x T

Para recuperar una funcién potencial que se pueda derivar de un escalar
(como V'), introducimos la expresién del potencial vectorial B =V x A:

0
E=—— A
V x 8t(v x A)
Reordenando la ecuacién obtenemos:
0A
F+—)=0
V x (E+ 815)

Es decir, E sigue siendo rotacional, pero F + % no lo es, asi que podemos
definir una funcién potencial para esta funcién:

0A

=
Despejando E, obtenemos la nueva expresion fundamental para el campo

eléctrico en el régimen dindmico, que ahora depende de ambos potenciales:

E+ -VV

OA
E=-VV - —
-
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Y ahora, integrando esta nueva relacién, junto con la ley de Gauss y la
de Ampere-Maxwell, justificado por una contundente demostracién (paginas
301 a 302 [1]), obtenemos las siguientes funciones para el potencial eléctrico
y magnético, respectivamente:

V(t,?"): 1 pv<t77n)dvl

dre J, |r—1|
H Jo(t', 1)
A(t,r) = E/mdvl

donde el tiempo retardado t' se define como ' =t — \/eulr — 1r'|. Las
expresiones V' y A se denominan potenciales retardados porque la infor-
macién de la fuente llega al observador un tiempo después (el tiempo que
tarda la onda en viajar).

2.3. Condiciones de contorno para campos va-
riables en el tiempo

De forma muy resumida, las condiciones de contorno en el punto de in-
terferencia de dos medios en la siguiente tabla:

Cuadro 2.2: Condiciones de Contorno en Medios Dieléctricos y Conductores
Perfectos (PEC)

Componente Medio General | Dieléctrico / Dieléctrico /
p (Medios 1y 2) | Dieléctrico PEC
E Tangencial By, = Ey, Eyy = FEyy Ei,=FEy; =0

H Tangencial | H,;, — Hyy = J; Hy; = Hyy Hyy = Js, Hyy =0
D Normal Dy — Doy = ps Dy, = Dy, Dy, = ps, Dy, =0
B Normal B, =By, B, = DBy, Bin=DByn=0

A continuacion...

En este capitulo, hemos completado el desarrollo de las Ecuaciones de
Maxwell al introducir el crucial concepto de la corriente de desplaza-
miento, lo que permitié la unificacién del electromagnetismo clasico.

Hemos redefinido los campos dinamicos a través de los potenciales vec-
toriales (A) y escalares (V'), estableciendo la nueva expresiéon unificada E =
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—VV — 9A/ot. Es importante destacar que las condiciones de contorno
que rigen los limites entre medios siguen siendo formalmente las mis-
mas que para los campos estaticos, aunque ahora las aplicamos a un contexto
dindmico (variable en el tiempo).

El concepto de potenciales retardados que hemos presentado, lo estudia-
remos con mas detalle en el tema sobre antenas.

Mientras tanto, ya estamos listos para empezar a hablar sobre la propa-
gacion de ondas, que sera introducido en el préximo capitulo.
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